
Activate Ubuntu
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План лекции

1) Транспонирование матрицы: через локальную память (учет bank conflicts)
2) Умножение матриц: через локальную память
3) Умножение матриц: Tensor Cores, WMMA
4) Умножение матриц: оптимизации DeepSeek
5) Умножение матриц: метод Штрассена



Глава 1: Транспонирование
local memory, coalesced access, bank conflicts
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Транспонирование матрицы

A B C
D E F

matrix
A D

F
B E
C

transposed

A B C
D E F

matrix Как выглядит:
- WorkRange?

7



Транспонирование матрицы

A B C
D E F

matrix
A D

F
B E
C

transposed

A B C
D E F

matrix Как выглядит:
- WorkRange?
- Задача WorkItem?

8
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Транспонирование матрицы
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Тот же WorkItem пишет элемент x
что и WorkItem считавший x?
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Надо ли перекладывать данные 
в локальной памяти?
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Нужен ли memory barrier?
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Нужен ли memory barrier?
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Итого - как выглядит алгоритм?



0
WorkItem = Thread

N x

y

M

WorkGroup = Block (16x16 WorkItems)

…

…

…

5000 GB/s
low latency

no ‘cache lines’

Local Memory

coalesced READ

memory barrier

coalesced WRITE

Транспонирование матрицы (coalesced)

27

1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier



0
WorkItem = Thread

N x

y

M

WorkGroup = Block (16x16 WorkItems)

…

…

…

5000 GB/s
low latency

no ‘cache lines’

Local Memory

coalesced READ

memory barrier

coalesced WRITE

Транспонирование матрицы (coalesced)

29

1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Мог ли WorkItem обработать больше одного элемента?
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Во что мы уперлись? Compute/Memory - bound?



Локальная память - bank conflicts (напоминание)
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Local memory banks: …

Local address space:

0 1 2 29 30 31

0 31

32 63



Локальная память - bank conflicts (напоминание)
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Local memory banks: …

Local address space:

0 1 2 29 30 31

0 31

32 63

Bank conflict!
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Есть ли здесь bank conflicts?

coalesced READ
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Есть ли здесь bank conflicts?

coalesced READ
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Есть ли здесь bank conflicts?

coalesced READ

Для простоты будем считать
что WorkGroup 32 x 32!

И Tile в Local Memory - 32 x 32!
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Есть ли здесь bank conflicts?
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Есть ли здесь bank conflicts?

coalesced READ

…0 1 2 29 30 31

0 31

32 63

Что будет если
Tile - 33x32?
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Есть ли здесь bank conflicts?

coalesced READ

…0 1 2 29 30 31

0 31
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Что будет если
Tile - 33x32?

В какой банке второй
элемент столбика?

?



0
WorkItem = Thread

N x

y

M

WorkGroup = Block (16x16 WorkItems)

…

…

…

5000 GB/s
low latency

no ‘cache lines’

Local Memory

coalesced READ

memory barrier

coalesced WRITE

41

1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
3) Каждый WorkItem записал элемент: Local Memory -> VRAM

Есть ли здесь bank conflicts?
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Что будет если
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66
Можно ли без лишней 

local memory?
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1) Каждый WorkItem считал элемент: VRAM -> Local Memory
2) Дождались всю WorkGroup: memory barrier
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А на что влияет 
объем используемой 

Local Memory?

SM - Streaming Multiprocessor



А на что влияет 
объем используемой 

Local Memory?
Occupancy!

SM - Streaming Multiprocessor
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А на что влияет 
объем используемой 

Local Memory?
Occupancy!

SM - Streaming MultiprocessorRTX 3090 (Ampere) - per SM:
- 128 KB Local Memory
- 4 x 16384 x 32-bit registers

= 256 KB Register File
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SM - Streaming MultiprocessorRTX 3090 (Ampere) - per SM:
- 128 KB Local Memory
- 4 x 16384 x 32-bit registers

= 256 KB Register File
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Occupancy Calculator
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Occupancy Calculator

RTX 3090 (Ampere) - Compute Capability 8.6
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Occupancy Calculator

RTX 3090 (Ampere) - Compute Capability 8.6
WorkGroup size - 256

50



Occupancy Calculator

RTX 3090 (Ampere) - Compute Capability 8.6
WorkGroup size - 256
Registers Per Thread - 32

51



Occupancy Calculator

RTX 3090 (Ampere) - Compute Capability 8.6
WorkGroup size - 256
Registers Per Thread - 32
Local memory Per Thread - 8 bytes
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Occupancy Calculator
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Occupancy Calculator
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Глава 2: Умножение матриц
local memory
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Умножение матриц
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Умножение матриц
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Как выглядит:
- WorkRange?
- Задача WorkItem?



Умножение матриц
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Как выглядит:
- WorkRange?
- Задача WorkItem?
- WorkGroup?



Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей данных?

Какая пропорция?

Умножение матриц
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Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей данных?

Какая пропорция?

Умножение матриц

O(N𑛀M𑛀K)

O(N𑛀M𑛀K)
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1:1 Это хороший результат?
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Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей данных?

Какая пропорция?

Умножение матриц
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1:1 Это хороший результат?
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VRAM - GDDR6
1000 GB/s

100⋅1012 FLOPS

400:1

VRAM - GDDR6



Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей данных?

Какая пропорция?

Умножение матриц
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1:1
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VRAM - GDDR6
1000 GB/s

100⋅1012 FLOPS

400:1

VRAM - GDDR6

Memory-bound!



Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей данных?
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Умножение матриц
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1:1
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VRAM - GDDR6
1000 GB/s

100⋅1012 FLOPS

400:1

VRAM - GDDR6

Memory-bound!

Как увеличить объем вычислений на считанный байт?
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Умножение матриц
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VRAM - GDDR6
1000 GB/s

100⋅1012 FLOPS

400:1

VRAM - GDDR6

Memory-bound!

Как увеличить объем вычислений на считанный байт?

5000 GB/s (low latency)

Local Memory



Умножение матриц

Local Memory
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Умножение матриц

Local Memory

…
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Умножение матриц

Local Memory

За счет чего это ускоряет?
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Умножение матриц

Local Memory

Переиспользование данных:

Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей?

Какая пропорция?

32

32
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Умножение матриц

Local Memory

Переиспользование данных:

Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей?

Какая пропорция?

O(N𑛀M𑛀K)

O(N𑛀M𑛀K / 
32)

32:1

32

32
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Умножение матриц

Local Memory

Переиспользование данных:

Сколько у нас вычислений?

Сколько у нас чтений/записей?

Какая пропорция?

O(N𑛀M𑛀K)

O(N𑛀M𑛀K / 
32)

32:1

32

32
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Как пойти еще дальше? Как еще увеличить пропорцию?



Умножение матриц

Неравная битва за гигафлопсы при умножении матриц
(хорошо описанная аналитика, профилирование, оптимизация):

- AMD RDNA3 - https://seb-v.github.io/optimization/update/2025/01/20/Fast-GPU-Matrix-multiplication.html 
- NVIDIA Kepler - https://cnugteren.github.io/tutorial/pages/page15.html
- https://siboehm.com/articles/22/CUDA-MMM 
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https://seb-v.github.io/optimization/update/2025/01/20/Fast-GPU-Matrix-multiplication.html
https://cnugteren.github.io/tutorial/pages/page15.html
https://siboehm.com/articles/22/CUDA-MMM


73

Перерыв!



Глава 3: Умножение матриц
Tensor Cores, WMMA
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Tensor Cores

VRAM
TB/s

FP 32
TFlops

FP 16
TFlops

FP 16 (tensor)
TFlops

RTX 3090 0.93 29 29 142

RTX 4090 1.00 73 73 330

RTX 5090 1.79 105 105 419

Tesla H100 3.35 67 268 (4:1) 990 (16:1)

Умножение матриц
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Tensor Cores 4x4

Умножение матриц
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Tensor Cores

Tensor Cores (CUDA kernel)
16x16

4x4

Умножение матриц
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https://github.com/NVIDIA-developer-blog/code-samples/blob/master/posts/tensor-cores/simpleTensorCoreGEMM.cu 
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https://github.com/NVIDIA-developer-blog/code-samples/blob/master/posts/tensor-cores/simpleTensorCoreGEMM.cu


https://github.com/NVIDIA-developer-blog/code-samples/blob/master/posts/tensor-cores/simpleTensorCoreGEMM.cu 
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Tensor Cores
Умножение матриц

https://developer.nvidia.com/blog/programming-tensor-cores-cuda-9/ 

https://github.com/NVIDIA-developer-blog/code-samples/blob/master/posts/tensor-cores/simpleTensorCoreGEMM.cu 

https://github.com/NVIDIA/cutlass/blob/main/examples/00_basic_gemm/basic_gemm.cu 

https://developer.nvidia.com/blog/cutlass-linear-algebra-cuda

https://docs.nvidia.com/cuda/cuda-c-programming-guide/ 

Неравная битва за гигафлопсы при умножении матриц
(хорошо описанная аналитика, профилирование, оптимизация):

- AMD RDNA3 - https://seb-v.github.io/optimization/update/2025/01/20/Fast-GPU-Matrix-multiplication.html 
- NVIDIA Kepler - https://cnugteren.github.io/tutorial/pages/page15.html
- https://siboehm.com/articles/22/CUDA-MMM 
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Tensor Processor Unit - TPU (Google)
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Глава 4: Умножение матриц
DeepSeek
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DeepSeek: х2 ускорение обучения (fp16 ➞ fp8) 
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DeepSeek: х2 ускорение обучения (fp16 ➞ fp8) 

NVIDIA H100 (почти то же что и H800*):

- Memory bandwidth: 3.35 TB/sec
- FP 32: 67 TFlops
- FP 16: 268 TFlops
- FP 32 (tensor): 495 TFlops
- FP 16 (tensor): 990 TFlops
- FP   8 (tensor): 1979 TFlops

*H800 - почти H100, но соответствует регуляциям экспорта из США в Китай (400 GBs NVlink вместо 600 GB/s + 10% медленнее + нет FP64)109

https://advdownload.advantech.com/productfile/PIS/SKY-TESL-H800-80P/file/SKY-TESL-H100-80P_H800-80P_DS(092623)20230926111757.pdf
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Хватит ли пропускной 
способности памяти чтобы 
насытить ALU (tensor cores)?
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- FP 16: 268 TFlops
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x2 Какие риски?
Почему так не делают все?

112

https://advdownload.advantech.com/productfile/PIS/SKY-TESL-H800-80P/file/SKY-TESL-H100-80P_H800-80P_DS(092623)20230926111757.pdf


DeepSeek: fine-grained fp8 quantization

NVIDIA H100 (почти то же что и H800*):

- Memory bandwidth: 3.35 TB/sec
- FP 32: 67 TFlops
- FP 16: 268 TFlops
- FP 32 (tensor): 495 TFlops
- FP 16 (tensor): 990 TFlops
- FP   8 (tensor): 1979 TFlops
- DeepGEMM достиг 1550 TFlops на H800!

Репозиторий - https://github.com/deepseek-ai/DeepGEMM (GEMM - General Matrix Multiplications)
DeepSeek-V3 Technical Report - https://arxiv.org/abs/2412.19437
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DeepSeek-V3 Technical Report - https://arxiv.org/abs/2412.19437
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Почему не 1хWGMMA?
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Зачем 4хWGMMA?
Почему не 1хWGMMA?

Не знаю почему нужно делать 4xWGMMA + PROMOTION
вместо 4x(WGMMA + PROMOTION)
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DeepSeek: х2 ускорение обучения (fp16 ➞ fp8) 
DeepSeek-V3 Technical Report - https://arxiv.org/abs/2412.19437

Репозиторий - https://github.com/deepseek-ai/DeepGEMM (GEMM - General Matrix Multiplications)

Fast Matrix-Multiplication with WGMMA on NVIDIA® Hopper™ GPUs

https://docs.nvidia.com/deeplearning/transformer-engine/user-guide/examples/fp8_primer.html
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Глава 5: Умножение матриц
Метод Штрассена
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Умножение матриц - Метод Штрассена

Получили рекуррентную асимптотику T(N)=7T(N/2)+8O(N^2) =>
T(N)=O(N^log7)=O(N^2.8)
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Получили рекуррентную асимптотику T(N)=7T(N/2)+8O(N^2) =>
T(N)=O(N^log7)=O(N^2.8)

Метод Виноградова - тоже O(N^2.8)
https://www.geeksforgeeks.org/strassens-matrix-multiplication/
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