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Аннотация. Статья посвящена методике обучения применению понятий на 
практических занятиях по математике в высших учебных заведениях. С этой це-
лью выделены действия, выполнение которых предполагает овладение поняти-
ем. На примере изучения одной из тем курса линейной алгебры и аналитической 
геометрии показано, как можно научить студентов реализовать указанные дей-
ствия при решении математических задач.  
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Одной из главных составляющих системы научных знаний любого предмета, в 
том числе и математики, являются понятия. Не оперируя понятиями, нельзя сфор-
мулировать ни один закон и, следовательно, создать научную теорию. Без усвоения 
соответствующих понятий не может быть ни усвоения законов, ни усвоения теорий. 
Это обусловливает ведущую роль понятий при формировании в сознании обучаю-
щихся системы знаний в соответствующей научной области.  

Оперирование понятиями требует от учащихся активной мыслительной деятель-
ности, поскольку только в этом случае можно обеспечить глубокое понимание сущно-
сти изучаемых предметов и явлений теории. Процесс усвоения понятий влияет на 
развитие логического мышления, так как именно понятия составляют его фундамент. 

Таким образом, развивающие функции обучения математике реализуются и в 
процессе овладения понятиями. Умственное развитие студента при обучении мате-
матике можно рассматривать и как развитие его способностей к осмыслению поня-
тий, оперированию ими и конструированию новых понятий. Перечисленные способ-
ности и являются, в сущности, показателями математического развития учащегося. 

С учётом сказанного можно предположить, что одной из приоритетных проблем 
теории и методики обучения математике в вузе является проблема формирования 
понятий. От степени её решения зависят и качество усвоения знаний по предмету, и 
уровень развития мышления обучающихся. 

Несомненно, полноценное усвоение студентами понятия невозможно без овладения 
умением применять это понятие в процессе своей математической деятельности, а также 
предполагает способность к актуализации основных фактов, относящихся к понятию.  

На этапе применения понятия, прежде всего, осуществляется знакомство со 
свойствами и признаками понятия, с его определениями, эквивалентными принятому, 
используются изученные свойства и признаки понятия. Студенты приобретают умения 
переходить от понятия к его существенным свойствам и обратно. Данными умениями 
учащиеся овладевают в процессе специально организованной деятельности, поэтому 
необходимо выделить действия, выполнение которых предполагает обучение приме-
нению понятий. К их числу могут быть отнесены следующие действия: 

 замена термина его определением. Это правило означает, что при решении 
многих задач следует заменять встречающиеся в них понятия их определениями; 
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 замена определения понятия другой совокупностью существенных свойств. 

Обучать данному действию можно, когда изучены признаки понятия и сформулиро-
ваны определения, эквивалентные принятому; 

 преобразование требований задачи в равносильные им. Данное действие 
предполагает умение заменить то, что требуется найти в задаче, новым требовани-
ем, облегчающим решение, а для этого необходимо установить связь между поняти-
ем и условием задачи; 

 выведение следствий. Обучение этому виду деятельности начинается ещё 
на этапе усвоения логической структуры определения. На этапе применения понятия 
необходимо продолжить эту работу, так как нередко данный приём помогает решить 
предложенную задачу; 

 составление вспомогательных задач. В состав этого действия входят уме-
ния: выводить следствия из условий задачи; проводить анализ для поиска решения; 
при необходимости выполнять дополнительные построения на основном чертеже и 
др. Любая сложная задача может быть решена с помощью сведения её к решению 
более простых задач, вытекающих из главной. 

Покажем на примере изучения темы «Элементы векторной алгебры», как мож-
но реализовать каждое из рассмотренных действий.  

Замена термина его определением 
Это правило применения понятия при решении задач и доказательстве теорем 

было сформулировано ещё Паскалем. Покажем на нескольких примерах, как в про-
стейших случаях выполнение правила Паскаля сразу приводит к решению. 

Задача 1. Применение понятий сумма векторов и умножение вектора на число 

Выразить векторы AB , BC  и AC  , где А, В и С – вершины треугольника, через 

векторы AM  и BK , если АМ и ВК – медианы треугольника АВС [1].  
Решение. Обозначим О – точку пересечения медиан треугольника. По опреде-

лению суммы векторов вектор AB  может быть получен как сумма двух векторов AО  

и ОB . Вектор АМAО
3

2
 , вектор ВМОB

3

2
 (по определению произведения век-

тора на число). Тогда ВМАМAB
3

2

3

2
 . Рассуждая аналогично, можно получить: 

АМВМBC
3

2

3

4
 , ВМАМAC

3

2

3

4
 . 

Задача 2. Применение понятия векторное произведение векторов 

Даны векторы а  и в , причем   0120,,2,1  вава . Вычислить ва  [2]. 

Решение. Из определения векторного произведения векторов следует, что это 

вектор, длина которого может быть найдена по формуле ),sin( baвава  . Поль-

зуясь определением, получаем 3ва . 

Задача 3. Применение понятий смешанное, скалярное и векторное произведе-
ние векторов 

Векторы сва ,,  образуют левую тройку   вссавасва  ,,30,3,2,1 0 . 

Найти сва  [1]. 
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Решение. По определению смешанным произведением векторов а , в  и с  

называется скалярное произведение векторов ва  на вектор с . Из определения 
скалярного произведения векторов следует, что искомое произведение равно произ-
ведению длин двух данных векторов на косинус угла между ними. Так как вектор 

ва  перпендикулярен векторам а  и в  (следует из определения векторного произ-

ведения векторов), то он будет коллинеарен вектору с , а так как векторы сва ,,  об-

разуют левую тройку, то вектор ва  и вектор с  противоположно направлены, зна-

чит, косинус угла между векторами ва  и с  равен –1.  

Таким образом, получаем: 3),sin()1(  cbaвасвасва . 

Замена определения понятия другой совокупностью существенных свойств 
Решение многих задач значительно упрощается, если заменить используемое в 

задаче понятие определением, эквивалентным принятому в математике.  
Задача 4. Применение понятия коллинеарные векторы 

На стороне AD параллелограмма АВСD отложен вектор AК , такой, что

ADАК
5

1
 , а на диагонали АС – вектор AL  длины ACАL

6

1
 . Доказать, что век-

торы KL  и LB  коллинеарны [1]. 

Решение. Из определения умножения вектора на число следует, что вектор а  

коллинеарен вектору а . Тогда, чтобы доказать коллинеарность векторов KL  и LB , 
достаточно показать, что один из векторов может быть представлен как произведе-
ние другого вектора на некоторое число. Покажем это. 

ADACAKALKL
5

1

6

1
 , 

KLADACADACACADACALABLB 5
5

1

6

1
5

6

5

6

1
)( 








 . 

Задача 5. Применение понятия векторное произведение векторов 

Найти векторное произведение векторов )4;3;2( а  и )2;1;3( b  [2]. 

Решение. Заменим определение векторного произведения эквивалентным ему. 

Если известны координаты векторов, то их векторное произведение – это вектор с  с 

координатами: 

321

321

yyy

xxx

kji

ва  , где 321 ,, xxx  и 321 ,, yyy  – координаты векторов a  и b . 

Применим формулу для двух данных векторов kji

kji

ва 71610

213

432 



 . 

Таким образом, )7,16,10( ba . 

Задача 6. Применение понятия скалярное произведение векторов 

Даны векторы )2;3;6(),4;2;4(  ва . Вычислить )2)(32( вава   [2]. 
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Решение. Найдем координаты векторов )14,5,10(32  вa  и 

)0,8,16(2  вa . Если известны координаты векторов, то их скалярное произведе-

ние равно сумме произведений их соответственных координат (определение экви-

валентное принятому). Получим: 200040160)2)(32(  вава . 

Преобразование требований задачи в равносильные им 
Сущность этого действия состоит в замене того, что требуется сделать в задаче, 

новым требованием, равносильным первому, но облегчающим решение предложен-
ной задачи. Овладение рассматриваемым действием предполагает, что у обучаемого 
сформированы умения устанавливать связь между понятиями и условием задачи. 

Задача 7. Применение понятия векторное произведение векторов 
Вычислить площадь треугольника с вершинами А(1; 1; 1), В(2; 3; 4) и С(4; 3; 2) [2]. 
Решение. Площадь треугольника равна половине произведения длин его сто-

рон на синус угла между этими сторонами. Из определения векторного произведе-
ния векторов следует, что длина вектора, равного векторному произведению двух 
векторов, равна произведению длин векторов на синус угла между ними.  

Заменим задачу на равносильную ей: найдем длину векторного произведения 

векторов AВ  и AС . Половина полученного числа равна площади треугольника АВС. 

Найдем координаты векторов AВ  и AС , их векторное произведение и его длину:  

)3;2;1(AВ , )1;2;3(AС , kji

kji

АСAВ 484

123

321  . 64166416  АСАВ . 

Тогда 6264
2

1

2

1
 ACABSABC . 

Задача 8. Применение понятия смешанное произведение векторов 
Найти объем треугольной пирамиды АВСD с вершинами А(2; 2; 2), В(4; 3; 3), 

С(4; 5; 4) и D(5; 5; 6) [2].  
Решение. Из определения понятия векторное произведение векторов следу-

ет, что объем прямоугольного параллелепипеда, построенного на трех некомпла-
нарных векторах, выходящих из одной точки, равен модулю смешанного произведе-
ния этих векторов. Так как объем треугольной пирамиды составляет шестую часть 
объема параллелепипеда, то решить задачу можно заменив ее равносильной: найти 

смешанное произведение векторов AВ , AС  и AD . Шестая часть модуля полученно-
го числа равна объему пирамиды АВСD. 

Найдем координаты векторов AВ , AС  и AD  и их смешанное произведение. 

)1;1;2(AВ , )2;3;2(AС , )4;3;3(AD . 7

433

232

112

ADАСAВ . Тогда 
6

7
7

6

1
ABCDV . 

Задача 9. Применение понятия скалярное произведение векторов 
Даны вершины треугольника А(1; 1; 1); В(0; 0; 5); С(–1; 2; 3). Показать, что он 

прямоугольный [2]. 
Решение. Заменим задачу на равносильную ей. Покажем, что векторы, выходя-

щие из одной точки, перпендикулярны. Применим критерий перпендикулярности век-
торов: если векторы перпендикулярны, то их скалярное произведение равно нулю. 
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Найдем )4;1;1( AВ , )2;1;2(AС , 0909  ААСAВ . Далее аналогично 

проверяем два других угла: )4;1;1( ВА , )2;2;1( ВС , 0909  ВВСВА , 

)2;1;2( СА , )2;2;1( СВ , 0900  ССВСА . Таким образом, в треугольнике 

АВС прямой угол С. 
Выведение следствий 
Суть данного приёма состоит в том, что из условия задачи получают некоторые 

выводы, а из полученных промежуточных результатов – новые выводы и т. д. Не-
редко таким путём удаётся решить предложенную задачу. Если мы не достигли ожи-
даемого результата, то и в этом случае проделанная работа не является бесполез-
ной: полученные выводы позволяют глубже уяснить содержание данной задачи. 
Также при решении задачи часто требуется воспользоваться следствиями из опре-
деления понятия. 

Задача 10. Применение понятия скалярное произведение векторов 

Определить угол между векторами а  и в , если известно, что 

20)2()( 22  вава  и 2,1  ва  [1]. 

Решение. Преобразуем равенство, заданное в условии, пользуясь свойствами 
скалярного произведения векторов, следующими из определения. 

205),cos(222044220)2()(
222222

22  bbaваавваавваавава

. 
Заменим длины векторов соответствующими числами и найдем искомый угол: 

3

2
),(

2

1

4

20220
),cos(





 baba . 

Задача 11. Применение понятия векторное произведение векторов 

Векторы сва ,,  связаны условием 0 сва . Доказать, что ассвва   [1]. 

Решение. Из условия задачи следует: сва  . Умножим обе части равенства 

векторно на вектор в . Получим всввва  . Из определения векторного про-

изведения векторов следует: сввсвв  ,0 . Таким образом, получаем первую 

часть доказываемого равенства свва  .  

Для получения второй части равенства можно следующее из условия равен-

ство сав   векторно умножить на вектор с . Получим 

ассвсссасв  . Окончательно имеем ассвва  . 
Задача 12. Применение понятия смешанное произведение векторов 

Показать, что векторы kjiа 752  , kjib  , kjic 22   компланарны [1]. 

Решение. Из условия задачи получим координаты векторов 

)2;2;1((),1;1;1(),7;5;2( сва  . 

Из определения смешанного произведения векторов следует, что если векторы 
компланарны, то их смешанное произведение равно 0. Найдем смешанное произве-

дение векторов 0

221

111

752

сва . Следовательно, векторы сва ,,  компланарны. 
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Составление вспомогательных задач 
Задача всегда содержит определённое задание. Нередко это основное задание 

может быть решено, если решить другое – вспомогательное задание. Например, 
требуется вычислить площадь треугольника. Для решения задачи иногда надо пред-
варительно найти высоту треугольника – это уже вспомогательная задача. 

Задача 13. Применение понятий скалярное и векторное произведение векторов 

Найти вектор с , если известно, что он перпендикулярен векторам )1;3;2( а  и 

)3;2;1( в , а также удовлетворяет условию 10)72(  кjiс  [1]. 

Решение. Так как вектор с  перпендикулярен векторам а  и в , то он коллинеарен 

вектору ва , значит, координаты вектора с  пропорциональны координатам вектора 

ва . Требуется решить вспомогательную задачу: найти координаты вектора ва . 

).1;5;7(57

321

132 



 ваkji

kji

ва  

Следующая вспомогательная задача: найти координаты вектора с , если он 

коллинеарен вектору ва . Пусть   – произвольное действительное число, тогда 

);5;7(  с  ( 0 ). Искомый вектор должен удовлетворять условию 

10)72(  кjiс . Выразим скалярное произведение векторов в координатной фор-

ме и решим полученное уравнение: 110710710)72(  кjiс . 

Таким образом, координаты вектора )1;5;7(с . 

Задача 14. Применение понятия смешанное произведение векторов 
Найти координаты четвертой вершины тетраэдра АВСD, где А(–1; 10; 0), В(0; 5; 2), 

С(6; 32; 2), если известно, что она лежит на оси Оу, а объем тетраэдра равен 29 [1]. 
Решение. По условию вершина D лежит на оси Оу, следовательно, ее коорди-

наты D(0; у; 0). 
Так как известен объем пирамиды, составим вспомогательную задачу: найти 

объем пирамиды с помощью смешанного произведения векторов. Воспользуемся 

формулой АDАСАВV ABCD
6

1
 . Найдем координаты векторов ADACAВ ,,  и их сме-

шанное произведение. 

)0;10;1(),2;22;7(),2;5;1(  уADACAВ , 17412

0101

2227

251







 у

у

ADАСAВ . 

Из условия задачи следует: 29ABCDV . Составим уравнение 2917412
6

1
у

(вторая вспомогательная задача). Корни уравнения 0у  или 29у . Тогда коорди-

наты вершины D(0; 0; 0) или D(0; 29; 0). 
Задача 15. Применение понятия векторное произведение векторов 

В треугольнике АВС kiBCjiАВ  ,43 . Вычислить длину высоты СН тре-

угольника [2]. 
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Решение. Длину высоты треугольника можно найти, если известна площадь 

треугольника и длина стороны, на которую опущена высота. Формулируем две вспо-
могательные задачи: найти длину стороны АВ и площадь треугольника АВС. 

Длина стороны АВ равна длине вектора АВ  и равна 5 (применяем формулу 
длины вектора через его координаты). 

Площадь треугольника можно найти как половину длины векторного произве-

дения векторов АВ  и ВС . Найдем вектор ВСАВ и его длину (еще одна вспомога-
тельная задача). 

41,434

101

043  АСАВkji

kji

ВСАВ .  

Тогда искомая высота равна 
5

41

5

41
2

1
2

2





AB

S
CH ABC . 

В заключение следует отметить, что умение применять понятия формируется при 
решении систем специально подобранных задач, которые должны удовлетворять 
определенным требованиям. Составление систем задач по каждой изучаемой теме яв-
ляется одной из методических задач, стоящих перед преподавателем математики. 
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