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Если функция задана формулой, то установление свойств этой функции называ-
ется исследованием функции. При исследовании функций до знакомства с производной 
наиболее трудным является поиск промежутков монотонности. Учащиеся, зная опреде-
ления возрастания и убывания функции, не могут найти соответствующие промежутки, 
так как не знают метода их нахождения. Вместе с тем программа по математике преду-
сматривает, чтобы основные свойства функции были освоены учащимися до изучения 
элементов математического анализа. Наиболее полно о проблемах изучения свойств 
функций говорится в статье С. В. Дворянинова и Н. Х. Розова [1]. Эта статья подтвердила 
важность нахождения промежутков монотонности без использования производной. Ав-
торами был предложен один из путей нахождения промежутков монотонности – на ос-
нове свойств монотонности сложных функций. Вместе с тем авторы статьи утверждали, 
что «предлагаемая в начале Х класса схема исследования функции в точном понимании 
этой задачи реализована быть не может» [2]. В процессе решения проблемы был пред-
ложен новый метод исследования рациональных функций на монотонность, основанный 
на идее обобщения. Этот метод позволяет реализовывать схему исследования функции 
«в точном понимании этой задачи». Результаты были опубликованы в статье [3]. 

Метод обобщения при нахождении промежутков монотонности рациональных и 
алгебраических функций был реализован в книгах [4] и [5]. 

В статье развивается идея обобщения для исследования элементарных функций, 
т. е. всех основных функций, которые изучаются в школьном курсе математики. В ней 
обобщение выступает в качестве метода исследования функций не только на моно-
тонность, но и на выпуклость графика без использования первой и второй производной. 

Рассмотрим выражение ∆(𝑥1; 𝑥2) = 0 при 𝑥1 = 𝑥2. В этом случае его можно пред-
ставить в виде произведения двух множителей: ∆(𝑥1; 𝑥2) = B(𝑥1; 𝑥2)∙A(𝑥1; 𝑥2), таких, что 
при 𝑥1 = 𝑥2 B(𝑥1; 𝑥2) = 0 и A(𝑥1; 𝑥2) ≠  0. Точки х = 𝑥1 = 𝑥2, в которых множитель A(𝑥1; 𝑥2) 
= A(х) = 0, являются точками смены знака множителя A(𝑥1; 𝑥2). К таким выражениям 

относятся, например, выражения ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑓(𝑥2) −  𝑓(𝑥1) и ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) −

 
𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
, где 𝑓(𝑥) – элементарная функция. 
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Примеры  
 

1. ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2
2 − 𝑥1

2 = (𝑥2 − 𝑥1)·(𝑥2 + 𝑥1) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 −
𝑥1, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 + 𝑥1. На самом деле при 𝑥1 = 𝑥2 имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2) =  𝑥2

2 − 𝑥1
2 = 0; 

B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 − 𝑥1 = 0, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 + 𝑥1 ≠ 0.  

2. ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2
3  −  𝑥1

3  =  (𝑥2  −  𝑥1)(𝑥2
2  + 𝑥1𝑥2  +  𝑥2

2) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где 

B(𝑥1; 𝑥2) =  𝑥2  −  𝑥1, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2
2  + 𝑥1𝑥2  +  𝑥2

2. 

3. ∆(𝑥1; 𝑥2)= 
𝑥1

2− 𝑥2
2 

𝑥1
2 𝑥2

2  = (𝑥2 −  𝑥1) ∙
−(𝑥2+ 𝑥1)

𝑥1
2 𝑥2

2  = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 − 𝑥1, 

A(𝑥1; 𝑥2) = −
𝑥2+ 𝑥1

𝑥1
2 𝑥2

2 . 

4. ∆(𝑥1; 𝑥2) = 
 𝑥2−𝑥1

√𝑥2 + √𝑥1
 = ( 𝑥2 − 𝑥1) ∙

1

√𝑥2 + √𝑥1
 = B(𝑥1; 𝑥2)·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 −

𝑥1, A(𝑥1; 𝑥2) = 
1

√𝑥2 + √𝑥1
 . 

5. ∆(𝑥1; 𝑥2) = (𝑎𝑥2
2 +  𝑏𝑥2 + 𝑐) −  (𝑎𝑥1

2 +  𝑏𝑥1 + 𝑐) = (𝑎𝑥2
2 − 𝑎𝑥1

2) + (𝑏𝑥2 −  𝑏𝑥1) = 
(𝑥2 −  −𝑥1)(𝑥2 + 𝑥1) +𝑏(𝑥2 −  𝑥1) = (𝑥2 −  𝑥1)(𝑎(𝑥2 + 𝑥1)  + 𝑏) = B(𝑥1; 𝑥2)·A(𝑥1; 𝑥2), где 

B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 − 𝑥1, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑎(𝑥2 +  𝑥1)  + 𝑏. 

6. ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑎𝑥2 − 𝑎𝑥1 = 𝑎𝑥1 (
𝑎𝑥2

𝑎𝑥1
−  1) = B(𝑥1; 𝑥2) · 𝐴(𝑥1;  𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 

𝑎𝑥2

𝑎𝑥1
−  1, 

A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑎𝑥1. 

7. ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑠𝑖𝑛𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥1 = 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥2 − 𝑥1

2
) ∙ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥2+ 𝑥1

2
) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где 

B(𝑥1; 𝑥2) = 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥2 − 𝑥1

2
), A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥2+ 𝑥1

2
). 

8. ∆(𝑥1; 𝑥2) = (
𝑥1 + 𝑥2

2
)

2

−  
𝑥1

2 + 𝑥2
2

2
 = 

𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2+ 𝑥2

2

4
 − 

𝑥1
2 + 𝑥2

2

2
 = 

𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2+ 𝑥2 

2 −2𝑥1
2− 2𝑥2

2

4
 = =

−𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2− 𝑥2 

2

4
 = −

(𝑥2 − 𝑥1)2

4
 = (𝑥2  −  𝑥1)2 ∙

−1

4
 = B(𝑥1; 𝑥2) ∙ A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) =

 (𝑥2 – 𝑥1)2, A(𝑥1; 𝑥2) = −
1

4
 . При 𝑥1 = 𝑥2 имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2) = (

𝑥1 + 𝑥2

2
)

2

−  
𝑥1

2 + 𝑥2
2

2
= 0; 

B(𝑥1; 𝑥2) =(𝑥2 – 𝑥1)2 = 0, A(𝑥1; 𝑥2) = −
1

4
 ≠ 0. 

9. ∆(𝒙𝟏; 𝒙𝟐) = (
𝒙𝟏 + 𝒙𝟐

𝟐
)

𝟑

− 
𝒙𝟏

𝟑 + 𝒙𝟐
𝟑

𝟐
 = 

𝑥1
3 + 3𝑥1

2𝑥2 +3𝑥1𝑥2
2 + 𝑥2

3

8
 − 

𝑥1
3 +𝑥2

3

2
 = 

𝑥1
3 + 3𝑥1

2𝑥2 + 3𝑥1𝑥2
2 + 𝑥2

3 − 4𝑥1
3 − 4𝑥2

3

8
 = 

−3𝑥1
3 + 3𝑥1

2𝑥2 + 3𝑥1𝑥2
2 − 3𝑥2

3

8
 = 

3𝑥1
2(𝑥2 − 𝑥1) − 3𝑥2

2(𝑥2 − 𝑥1)

8
 = 

−3(𝑥2 – 𝑥1)2(𝑥1 + 𝑥2)

8
 = (𝑥2 –  𝑥1)2 · (−

3

8
 (𝑥1  + 𝑥2)) = B(𝑥1; 𝑥2) ∙ A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) =

 (𝑥2 – 𝑥1)2, A(𝑥1; 𝑥2) = −
3

8
 (𝑥1  +  𝑥2). 

10. ∆(𝑥1; 𝑥2) = 
 2

𝑥1 + 𝑥2
 −  

𝑥2+ 𝑥1 

2𝑥1 𝑥2
 = 

4𝑥1 𝑥2− (𝑥1 + 𝑥2)2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 = 

4𝑥1 𝑥2− 𝑥1
2− 2𝑥1𝑥2− 𝑥2

2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 =  

− 𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2− 𝑥2

2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 =

 
− (𝑥2− 𝑥1)2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 =  (𝑥2 −  𝑥1)2 ∙

− 1

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = (𝑥2 −  𝑥1)2, 

A(𝑥1; 𝑥2) = 
− 1

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 . 

11. ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑎
𝑥1 + 𝑥2

2  − 
𝑎𝑥1+ 𝑎𝑥2

2
 = 

2𝑎
𝑥1 + 𝑥2

2 − 𝑎𝑥1− 𝑎𝑥2

2
 = 

−((𝑎
𝑥1
2 )

𝟐

− 2𝑎
𝑥1
2 𝑎

𝑥2
2  + (𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

)

2
 = 

−(𝑎
𝑥1
2 − 𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

2
 = (𝑎

𝑥1
2 − 𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

∙ (−
1

2
) = B(𝑥1; 𝑥2) · A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = (𝑎

𝑥1
2 − 𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

, A(𝑥1; 𝑥2) 

= −
1

2
.  
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12. ∆(𝑥1; 𝑥2) = sin(
𝑥1+𝑥2

2
) −

𝑠𝑖𝑛(𝑥1) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥2)

2
 = sin 

𝑥1+𝑥2

2
− sin 

𝑥1+𝑥2

2
 𝑐𝑜𝑠

𝑥1−𝑥2

2
 = sin 

𝑥1+𝑥2

2
∙

(1 − 𝑐𝑜𝑠
𝑥1−𝑥2

2
) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = = 1 − 𝑐𝑜𝑠

𝑥2−𝑥1

2
, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑠𝑖𝑛

𝑥1+ 𝑥2

2
. 

Определение 1. Функция f(x) называется возрастающей на данном числовом 

промежутке Р, если для любых 𝑥1 и 𝑥2 из промежутка Р, таких, что 𝑥2 > 𝑥1, выполняется 
неравенство f(𝑥2) > f(𝑥1). 

Определение 2. Функция f(x) называется убывающей на данном числовом про-

межутке Р, если для любых 𝑥1 и 𝑥2 из промежутка Р, таких, что 𝑥2 > 𝑥1, выполняется 

неравенство f(𝑥2) < f(𝑥1). 
Определение 3. Функция f(x) называется выпуклой вверх на данном числовом 

промежутке Р, если для любых 𝑥1 и 𝑥2 из промежутка Р, таких, что 𝑥2 > 𝑥1, выполняется 

неравенство f(
𝑥1+𝑥2 

2
) > 

𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2
.  

Определение 4. Функция f(x) называется выпуклой вниз на данном числовом про-

межутке Р, если для любых 𝑥1 и 𝑥2 из промежутка Р, таких, что 𝑥2 > 𝑥1, выполняется 

неравенство f(
𝑥1+𝑥2 

2
)< 

𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2
.  

Исходя из определений 1–4, имеем:  
1. Функция y = f(x) возрастает, если имеем: 𝑥2 > 𝑥1 ⇒ f(𝑥2) > f(𝑥1). 

2. Функция y = f(x) убывает, если имеем: 𝑥2 > 𝑥1 ⇒ f(𝑥2) < f(𝑥1). 

3. График функции y = f(x) выпуклый вверх, если имеем: 𝑥2 > 𝑥1 ⇒ 𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) >

 
𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
. 

4. График функции y = f(x) выпуклый вниз, если имеем: 𝑥2 > 𝑥1 ⇒ 𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) <

 
𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
. 

При исследовании функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) на монотонность по определению посту-
паем следующим образом. 

Пусть 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷𝑓 такие, что 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Требуется найти промежутки, 

в которых f(𝑥2) > f(𝑥1) или f(𝑥2) < f(𝑥1), т. е. оценить разность ∆(𝑥1; 𝑥2) = = 𝑓 (𝑥2)  −
 𝑓 (𝑥1). 

Для этого представим ее в виде произведения двух множителей: ∆(𝑥1; 𝑥2)  =
𝑓(𝑥2) − 𝑓(𝑥1) = B(𝑥1; 𝑥2) ∙ A(𝑥1; 𝑥2), причем при 𝑥1 = 𝑥2 B(𝑥1; 𝑥2) = 0 и A(𝑥1; 𝑥2) ≠  0. 

Аналогично при исследовании функции 𝑦 = 𝑓(𝑥) на выпуклость графика по опре-
делению поступаем следующим образом. 

Пусть 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐷𝑓 такие, что 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Требуется найти промежутки, 

в которых 𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) >  

𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
 или 𝑓 (

𝑥1+𝑥2

2
) <  

𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
, т. е. оценить разность 

∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) −  

𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
.  

Для этого представим ее в виде произведения двух множителей: ∆(𝑥1; 𝑥2) =

𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) −  

𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
= B(𝑥1; 𝑥2) ∙ A(𝑥1; 𝑥2), причем при 𝑥1 = 𝑥2 B(𝑥1; 𝑥2) = 0 и A(𝑥1; 𝑥2) ≠

 0. 
И далее, так как в определениях монотонности и выпуклости графика функции 

принимается 𝑥2 > 𝑥1, то есть 𝑥2 ≠ 𝑥1 то для определенности выделим множитель 
B(𝑥1; 𝑥2) > 0, тогда знак ∆(𝑥1; 𝑥2) будет зависеть только от знака множителя A(𝑥1; 𝑥2).  

Остается ответить, на каких промежутках A(𝑥1; 𝑥2) принимает положительные 

значения, а на каких – отрицательные. Для этого найдем вспомогательную функцию 
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𝜑(𝑥), сделав обобщение путем замены 𝑥1 и 𝑥2 на х в выражении A(𝑥1; 𝑥2): 𝜑(𝑥) = A(х), 
где х = 𝑥1 = 𝑥2. Вспомогательную функцию 𝜑(𝑥) назовем функцией обобщения. Пере-
менная х принадлежит одному из устанавливаемых исследованием промежутков. Для 
нахождения самих промежутков необходимо решить соответственно неравенства 

𝜑(𝑥) > 0 и 𝜑(𝑥) < 0. Решение неравенства 𝜑(𝑥) > 0 определяет промежутки возраста-
ния (выпуклости вверх графика) функции. Решение неравенства 𝜑(𝑥) < 0 определяет 
промежутки убывания (выпуклости вниз графика) функции. Точки, в которых функция 

обобщения 𝜑(𝑥) = 0, называются критическими (точками экстремума или перегиба).  
Итак, обобщение, т. е. замена 𝑥1 и 𝑥2 на х в выражении A(𝑥1;𝑥2), явилось реше-

нием проблемы исследования функций на монотонность и выпуклость графика без 
использования первой и второй производных. Поэтому можно говорить об исследова-
нии функций на монотонность и выпуклость графика методом обобщения. 
 

Примеры  
 
Исследовать функцию на монотонность 

 

1. у = 𝒙𝟐.  

Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. 

∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑓 (𝑥2)  −  𝑓 (𝑥1)  =  𝑥2
2 − 𝑥1

2 = (𝑥2 − 𝑥1)·(𝑥2 + 𝑥1) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где 

B(𝑥1; 𝑥2) =𝑥2 − 𝑥1 > 0, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 + 𝑥1. 
Найдем функцию обобщения 𝜑(𝑥) = A(х) = х + х = 2х.  
Итак, 𝜑(𝑥) = 2х. 𝜑(𝑥) = 0 при х = 0 − критическая точка, точка экстремума. 

𝜑(𝑥) > 0 при х > 0, значит, на промежутке [0; +∞) функция 𝑦 = 𝑥2 возрастает.  
𝜑(𝑥) < 0 при х < 0, значит, на промежутке (− ∞;  0] функция у = х2 убывает.  

Таким образом, функция 𝑦 = 𝑥2 возрастает на промежутке [0; +∞), а убывает на 
промежутке (− ∞;  0]. 

2. у = 𝒙𝟑.  

Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2) = f (𝑥2) − f (𝑥1) = 𝑥2
3  −

 𝑥1
3  =  (𝑥2  −  𝑥1)(𝑥2

2  + 𝑥1𝑥2  +  𝑥2
2) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) =  𝑥2  −  𝑥1 > 0, 

A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2
2  + 𝑥1𝑥2  +  𝑥2

2. 
Найдем функцию обобщения: 

𝜑(𝑥) = A(х) =  𝑥2  +  𝑥2  +  𝑥2  =  3𝑥2.  

Итак, 𝜑(𝑥) = 3𝑥2.  
𝜑(𝑥) = 0 при х = 0 − критическая точка. 
𝜑(𝑥) > 0 при x ∈ (−∞;  0)  ∪  (0; +∞). В точке х = 0 нет смены монотонности: х = 

0 − точка перегиба. Функция возрастает при x ∈ R. 

3. у = 
 𝟏

𝒙𝟐
 .  

Решение. 𝐷𝑓 = (−∞;  0)  ∪  (0; +∞). Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2)= 

f (𝑥2) − f (𝑥1) = 
1 

𝑥2
2 −  

1 

𝑥1
2 = 

𝑥1
2− 𝑥2

2 

𝑥1
2 𝑥2

2  = (𝑥2 −  𝑥1) ∙
−(𝑥2+ 𝑥1)

𝑥1
2 𝑥2

2  = B(𝑥1; 𝑥2)·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 −

𝑥1 > 0 , A(𝑥1; 𝑥2) = −
𝑥2+ 𝑥1

𝑥1
2 𝑥2

2 .  

Найдем функцию обобщения: 𝜑(𝑥) = A(х) = −
𝑥+𝑥

𝑥2𝑥2
 =  −

2𝑥

𝑥4
 =  − 

2

𝑥3
. Итак, 𝜑(𝑥) = 

− 
2

𝑥3 ≠ 0 − критических точек нет. 

𝜑(𝑥) > 0 при (−∞;  0). Функция у = 𝑥−2 возрастает.  

𝜑(𝑥) < 0 при (0; +∞). Функция у = 𝑥−2 убывает. 
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4. у = 𝒙
𝟏

𝟐.  

Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Имеем: у = 𝑥
1

2  =  √𝑥; 𝐷𝑓 = [0; +∞). 

∆(𝑥1; 𝑥2) = √𝑥2 − √𝑥1  =
(√𝑥2 − √𝑥1)∙(√𝑥2 + √𝑥1)

(√𝑥2 + √𝑥1)
 = 

 𝑥2−𝑥1

(√𝑥2 + √𝑥1)
 = ( 𝑥2 − 𝑥1) ∙

1

√𝑥2 + √𝑥1
 = 

B(𝑥1; 𝑥2)·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 − 𝑥1 > 0, A(𝑥1; 𝑥2) = =
1

√𝑥2 + √𝑥1
 . 

Найдем функцию обобщения: 𝜑(𝑥) = A(х) = 
1

√𝑥 + √𝑥
 = 

1

2√𝑥 
. 

Итак, 𝜑(𝑥) = 
1

2√𝑥 
 > 0. Функция у = 𝑥

1

2 возрастает в промежутке определения 

[0; +∞). 

5. 𝒚 = 𝒂𝒙𝟐 +  𝒃𝒙 + 𝒄.  

Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2) = (𝑎𝑥2
2 +  𝑏𝑥2 + 𝑐) −

−(𝑎𝑥1
2 +  𝑏𝑥1 + 𝑐) = (𝑎𝑥2

2 − 𝑎𝑥1
2) + (𝑏𝑥2 −  𝑏𝑥1) = 𝑎(𝑥2 −  𝑥1)(𝑥2 +  𝑥1) +𝑏(𝑥2 −  𝑥1) = =

(𝑥2 −  𝑥1)(𝑎(𝑥2 +  𝑥1)  + 𝑏) = B(𝑥1; 𝑥2)·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 𝑥2 − 𝑥1 > 0, A(𝑥1; 𝑥2) = =
𝑎(𝑥2 +  𝑥1)  + 𝑏.  

Найдем функцию обобщения: 𝜑(𝑥) = A(х) = 𝑎(𝑥 +  𝑥)  + 𝑏 = 2𝑎𝑥 + 𝑏. 

Имеем: 𝜑(𝑥) =  2𝑎𝑥 + 𝑏. 𝜑(𝑥) = 0; 2𝑎𝑥 + 𝑏 = 0;  𝑥 =  −
𝑏

2𝑎
 – критическая точка.  

Функция возрастает, если 𝜑(𝑥) > 0; 2𝑎𝑥 + 𝑏 > 0, откуда 2𝑎𝑥 > −𝑏.  
Имеем два случая:  

1) если а > 0, то 𝑥 >  −
𝑏

2𝑎
, т. е. x ∈ (−

𝑏

2𝑎
;  +∞); 

2) если а < 0, то 𝑥 <  −
𝑏

2𝑎
, т. е. x ∈ (−∞; −

𝑏

2𝑎
). 

Функция убывает, если 𝜑(𝑥) < 0, 2𝑎𝑥 + 𝑏 < 0, откуда 2𝑎𝑥 < −𝑏.  
Имеем два случая:  

1) если а > 0, то 𝑥 <  −
𝑏

2𝑎
, т. е. x ∈ (−∞; −

𝑏

2𝑎
); 

2) если а < 0, то . 𝑥 >  −
𝑏

2𝑎
, т. е. x ∈ (−

𝑏

2𝑎
;  +∞). 

Так как 𝑥 =  −
𝑏

2𝑎
 – критическая точка, то приходим к выводу: 

если а > 0, то функция у = 𝑎𝑥2 +  𝑏𝑥 + 𝑐 убывает при 𝑥 ∈ (−∞; −
𝑏

2𝑎
] и возрастает 

при 𝑥 ∈ [−
𝑏

2𝑎
;  +∞);  

если а < 0, то функция у = 𝑎𝑥2 +  𝑏𝑥 + 𝑐 возрастает при 𝑥 ∈ (−∞; −
𝑏

2𝑎
] и убывает 

при 𝑥 ∈ [−
𝑏

2𝑎
;  +∞). 

6. 𝒚 =  𝒂𝒙. 
Решение. Заметим, что множество значений показательной функции 𝑦 =  𝑎𝑥 

равно: 𝐸𝑓 = (0; +∞). Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑎𝑥2 − 𝑎𝑥1 = 

𝑎𝑥1 (
𝑎𝑥2

𝑎𝑥1
−  1) = B(𝑥1; 𝑥2) · 𝐴(𝑥1;  𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 

𝑎𝑥2

𝑎𝑥1
−  1, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑎𝑥1. 

1) При a > 1 имеем: 𝑎𝑥1 > 0, и так как 𝑎𝑥2− 𝑥1 > 1, то 𝑎𝑥2− 𝑥1 −  1 >  0. 
Таким образом, 𝑎𝑥1(𝑎𝑥2− 𝑥1 −  1) > 0, т. е. f (𝑥2) − f (𝑥1) > 0.  

Функция возрастает. 
2) При 0 < a < 1 имеем: 𝑎𝑥1 > 0, и так как 𝑎𝑥2− 𝑥1 < 1, то 𝑎𝑥2− 𝑥1 −  1 <  0. 

Таким образом, 𝑎𝑥1(𝑎𝑥2− 𝑥1 −  1) < 0, т. е. f (𝑥2) − f (𝑥1) < 0.  
Функция убывает. 

7. 𝒚 = 𝒔𝒊𝒏𝒙. 
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Решение. Пусть, с учетом периодичности функции 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥, −
𝜋

2
 ≤  𝑥1 <  𝑥2  ≤

 
𝜋

2
 или 

𝜋

2
 ≤  𝑥1 <  𝑥2  ≤  

3𝜋

2
 . В силу свойств числовых неравенств в первом и во втором 

случаях: 0 <  
𝑥2 − 𝑥1

2
 ≤  

𝜋

2
 .  

Имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2) = 𝑠𝑖𝑛𝑥2 − 𝑠𝑖𝑛𝑥1 = 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥2 − 𝑥1

2
) ∙ 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥2+ 𝑥1

2
) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где 

B(𝑥1; 𝑥2) = 2 𝑠𝑖𝑛 (
𝑥2 − 𝑥1

2
) > 0, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑐𝑜𝑠 (

𝑥2+ 𝑥1

2
). 

Найдем функцию обобщения: 𝜑(𝑥) = A(х) = 𝑐𝑜𝑠 (
𝑥+𝑥

2
) = 𝑐𝑜𝑠 (

2𝑥

2
) = 𝑐𝑜𝑠𝑥. 

Имеем: 𝜑(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥. 

𝜑(𝑥) = 0; 𝑐𝑜𝑠𝑥 = 0; 𝑥 = 
𝜋

2
 + 𝜋𝑛, 𝑛 ∈  𝑍 – критические точки. 

𝜑(𝑥) > 0;  𝑐𝑜𝑠𝑥 > 0; −
𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛 <  𝑥 <  

𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛, 𝑛 ∈  𝑍 – функция 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 возрас-

тает. 

𝜑(𝑥) < 0;  𝑐𝑜𝑠𝑥 < 0; 
𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛 <  𝑥 <  

3𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛, 𝑛 ∈  𝑍 − функция 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 убывает. 

Так как критические точки являются точками экстремума, имеем: функция синус 

возрастает на каждом из промежутков [−
𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛; 

𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛], 𝑛 ∈  𝑍 и убывает 

на каждом из промежутков [
𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛; 

3𝜋

2
 + 2 𝜋𝑛], 𝑛 ∈  𝑍. 

 

Исследовать функцию на выпуклость графика 

8. у =𝒙𝟐.  
Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0.  

∆(𝑥1; 𝑥2) = f(
𝑥1 + 𝑥2

2
) −  

𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2
 =  (

𝑥1 + 𝑥2

2
)

2

−  
𝑥1

2 + 𝑥2
2

2
 = 

𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2+ 𝑥2

2

4
 − 

𝑥1
2 + 𝑥2

2

2
 = 

𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2+ 𝑥2 

2 −2𝑥1
2− 2𝑥2

2

4
 = 

−𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2− 𝑥2 

2

4
 = −

(𝑥2 − 𝑥1)2

4
 = (𝑥2  −  𝑥1)2 ∙

−1

4
 = B(𝑥1; 𝑥2) ∙ A(𝑥1; 𝑥2), где 

B(𝑥1; 𝑥2) =  (𝑥2 – 𝑥1)2 > 0, A(𝑥1; 𝑥2) = −
1

4
 <  0 − график функции у =𝑥2 выпуклый вниз.  

9. у =𝒙𝟑.  
Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. 

∆(𝑥1; 𝑥2) = f(
𝑥1 + 𝑥2

2
) −  

𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2
 = (

𝑥1 + 𝑥2

2
)

3

−  
𝑥1

3 + 𝑥2
3

2
 = 

𝑥1
3 + 3𝑥1

2𝑥2 +3𝑥1𝑥2
2 + 𝑥2

3

8
 − 

𝑥1
3 +𝑥2

3

2
 = 

𝑥1
3 + 3𝑥1

2𝑥2 + 3𝑥1𝑥2
2 + 𝑥2

3 − 4𝑥1
3 − 4𝑥2

3

8
 = 

−3𝑥1
3 + 3𝑥1

2𝑥2 + 3𝑥1𝑥2
2 − 3𝑥2

3

8
 = 

3𝑥1
2(𝑥2 − 𝑥1) − 3𝑥2

2(𝑥2 − 𝑥1)

8
 = 

=
−3(𝑥2 – 𝑥1)2(𝑥1 + 𝑥2)

8
 = (𝑥2 – 𝑥1)2 · (−

3

8
 (𝑥1  +  𝑥2)) = B(𝑥1; 𝑥2) ∙ A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) =

 (𝑥2 – 𝑥1)2 > 0, A(𝑥1; 𝑥2) = −
3

8
 (𝑥1  +  𝑥2). 

Найдем функцию обобщения:  

𝜑(𝑥) = A(х) = − 
3

8
·2х = −

3

4
𝑥. Таким образом, 𝜑(𝑥) = −

3

4
𝑥.  

Найдем промежутки выпуклости графика функции: 

𝜑(𝑥) < 0 при x > 0 – график функции у = 𝑥3 выпуклый вниз. 

𝜑(𝑥) > 0 при x < 0 – график функции у = 𝑥3 выпуклый вверх. 
𝜑(𝑥) = 0 при х = 0 – критическая точка, точка перегиба.  

Итак, при х ∈  (−∞;  0] график функции выпуклый вверх, а при х ∈ [0; +∞) – вы-
пуклый вниз. 

10. у = 𝒙−𝟏.  

Решение. Заметим, что область определения функции у = 𝑥−1 или у = 
 1

𝑥
 равна: 

𝐷𝑓 = (−∞;  0)  ∪  (0; +∞).  
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Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. 

∆(𝑥1; 𝑥2) = f(
𝑥1 + 𝑥2

2
) −  

𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2
 = 

 2

𝑥1 + 𝑥2
 −  

 1

𝑥1
 + 

 1

𝑥2

2
 = 

 2

𝑥1 + 𝑥2
 − 

𝑥2+ 𝑥1 

2𝑥1 𝑥2
 =

4𝑥1 𝑥2− (𝑥1 + 𝑥2)2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
=

 
4𝑥1 𝑥2− 𝑥1

2− 2𝑥1𝑥2− 𝑥2
2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 =  

− 𝑥1
2+ 2𝑥1𝑥2− 𝑥2

2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 =  

− (𝑥2− 𝑥1)2

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 = (𝑥2 −  𝑥1)2 ∙

− 1

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 = 

B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = (𝑥2 −  𝑥1)2 > 0, A(𝑥1; 𝑥2) = 
− 1

2𝑥1 𝑥2(𝑥1 + 𝑥2)
 .  

Найдем функцию обобщения:  

𝜑(𝑥)= A(х) =
− 1

2𝑥 𝑥(𝑥 + 𝑥)
 =  

−1

4𝑥3. Итак, 𝜑(𝑥) = 
−1

4𝑥3. 𝜑(𝑥) ≠ 0 − критических точек нет. 

𝜑(𝑥) > 0; 
−1

4𝑥3
 > 0; x < 0 − график функции выпуклый вверх. 

𝜑(𝑥) < 0; 
−1

4𝑥3 < 0; x > 0 − график функции выпуклый вниз. 

Итак, график функции у = 𝑥−1 выпуклый вверх при x ∈ (−∞;  0) и выпуклый вниз 

при 𝑥 ∈  (0; +∞). 
11. 𝒚 =  𝒂𝒙, где a > 0, a ≠ 1. 

Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Имеем: ∆(𝑥1; 𝑥2) = f(
𝑥1 + 𝑥2

2
) − 

𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2)

2
 

= 𝑎
𝑥1 + 𝑥2

2  − 
𝑎𝑥1+ 𝑎𝑥2

2
 = 

2𝑎
𝑥1 + 𝑥2

2 − 𝑎𝑥1− 𝑎𝑥2

2
 = 

−((𝑎
𝑥1
2 )

𝟐

− 2𝑎
𝑥1
2 𝑎

𝑥2
2  + (𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

)

2
 = 

−(𝑎
𝑥1
2 − 𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

2
 = (𝑎

𝑥1
2 − 𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

∙

(−
1

2
) = B(𝑥1; 𝑥2) · A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = (𝑎

𝑥1
2 − 𝑎

𝑥2
2 )

𝟐

, A(𝑥1; 𝑥2) = −
1

2
. 

Функция обобщения 𝜑(𝑥) =  −
1

2
 <  0 −график функции у = 𝑎𝑥 выпуклый вниз.  

Итак, график функции у = 𝑎𝑥 выпуклый вниз при 𝑥 ∈  (−∞; +∞). 
12. у = sinx. 

Решение. Пусть 𝑥2 > 𝑥1, т. е. 𝑥2 − 𝑥1 > 0. Применяя формулу суммы синусов, 

получим: ∆(𝑥1; 𝑥2)  =  𝑓 (
𝑥1+𝑥2

2
) −  

𝑓(𝑥1)+ 𝑓(𝑥2)

2
 =sin(

𝑥1+𝑥2

2
) −

𝑠𝑖𝑛(𝑥1) + 𝑠𝑖𝑛(𝑥2)

2
 = sin 

𝑥1+𝑥2

2
− 

sin  𝑐𝑜𝑠
𝑥1−𝑥2

2
 = sin 

𝑥1+𝑥2

2
∙ (1 − 𝑐𝑜𝑠

𝑥1−𝑥2

2
) = B(𝑥1; 𝑥2) ·A(𝑥1; 𝑥2), где B(𝑥1; 𝑥2) = 1 − 𝑐𝑜𝑠

𝑥2−𝑥1

2
>

0, A(𝑥1; 𝑥2) = 𝑠𝑖𝑛
𝑥1+ 𝑥2

2
. Найдем функцию обобщения: 𝜑(𝑥) = A(х) = 𝑠𝑖𝑛

𝑥+𝑥

2
 =  𝑠𝑖𝑛

2𝑥

2
=

𝑠𝑖𝑛𝑥. Таким образом, 𝜑(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝑥. 
Найдем промежутки выпуклости графика исходной функции.  
𝜑(𝑥) > 0; 𝑠𝑖𝑛𝑥 > 0; 2πп < x < π + 2πп, п ∈ 𝑍 − график функции у = 𝑠𝑖𝑛𝑥 выпуклый 

вверх. 
𝜑(𝑥) < 0; 𝑠𝑖𝑛𝑥 < 0; − π + 2πп < x < 2πп, п ∈ 𝑍 − график функции у = 𝑠𝑖𝑛𝑥 выпуклый 

вниз.  
𝜑(𝑥) = 0; 𝑠𝑖𝑛𝑥 = 0 при х = πп, п ∈ 𝑍 − точки перегиба.  
Итак, при 𝑥 ∈ [2πп ; π + 2πп], п ∈ 𝑍 график выпуклый вверх, а при х ∈ [− 𝜋 +

 2𝜋𝑛 ;  2𝜋𝑛 ], п ∈ 𝑍 − выпуклый вниз. 
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