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Аннотация. Рассматривается метод имитационного моделирования изучения сту-
дентом некоторой гипотетической дисциплины, рассчитанной на 15 недель и закан-
чивающейся экзаменом. На основе фундаментальных психолого-педагогических за-
кономерностей обучения построена математическая многокомпонентная модель 
обучения, учитывающая: 1) деление всех знаний студента по прочности запомина-
ния на три категории; 2) длительность занятий и промежутков между ними; 3) рас-
пределение учебной информации по темам и по времени; 4) сложность учебного ма-
териала; 5) повторное изучение отдельных тем во время подготовки к зачету или 
экзамену; 6) степень использования учебного материала предыдущих тем при изу-
чении текущей темы. Проанализированы результаты моделирования. 
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В настоящее время для изучения дидактических систем наряду с качественным 
моделированием [1] часто применяют методы математического и компьютерного мо-
делирования [2–4]. При этом используют как непрерывные модели, основанные на 
численном решении системы дифференциальных уравнений [5, 6], так и дискретные 
модели, в которых обучаемый моделируется вероятностным автоматом [7]. Построе-
ние математических и компьютерных моделей обучения должно происходить в соот-
ветствии с психологическими закономерностями мыслительной деятельности чело-
века [8] и основными положениями теории обучения [9–11]. Возможность использова-
ния математических и компьютерных (имитационных) моделей обучения обусловлена 
тем, что многие величины, характеризующие состояние системы «преподаватель-сту-
дент» (уровень требований L  преподавателя, количество знаний Z  студента), под-
даются измерению. Например, для определения количества учебной информации мо-
жет быть подсчитано количество понятий и связей между ними [12]. Это позволяет 
решить основную задачу имитационного моделирования дидактических систем, то 
есть ответить на вопрос: как, зная параметры обучаемых, характеристики используе-
мых методов и учебную программу (распределение учебной информации), опреде-
лить количество знаний студентов на любом этапе обучения? 

При моделировании обучения следует учитывать психолого-педагогические за-
кономерности дидактического процесса [13]. Перечислим некоторые из них: 1) наибо-
лее прочно усваиваются те элементы учебного материала (ЭУМ), которые включены 
в учебную деятельность; 2) мотивация обучения и скорость увеличения знаний про-
порциональны разности между требующимся уровнем и имеющимся количеством 
знаний; 3) результат обучения зависит от сложности материала и применяемых мето-
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дов; 4) забывание происходит по экспоненциальному закону. Предлагаемая много-
компонентная модель обучения основывается на следующих утверждениях: 1) все 

знания Z  студента делятся на три категории: непрочные знания 1Z , знания 2Z  сред-

ней прочности (умения), прочные знания 3Z  (навыки); 2) скорость увеличения непроч-

ных знаний пропорциональна разности между уровнем требований L  преподавателя 

и суммарными знаниями Z  студента и равна )( ZL  ; 3) при обучении за время dt  

количество dtZ11  знаний первой категории превращается в знания второй категории, 

а количество dtZ22  знаний второй категории превращается в знания третьей кате-

гории; 4) при отсутствии обучения за время dt  количество dtZ33  знаний третьей ка-

тегории превращается в знания второй категории, а количество dtZ22  знаний второй 

категории – в знания первой категории; количество dtZ11  знаний первой категории 

забывается. При этом непрочные знания первой категории забываются быстрее проч-

ных знаний, их коэффициент забывания выше: 321   .  

 
 

Рис. 1. Матрица знаний Z . Матрица повторения E . Формат входного файла 
 

Если дисциплина состоит из 15 лекций или тем, то состояние студента опреде-

ляется матрицей знаний Z  размером 153 , состоящей из 45 элементов (рис. 1.1); 

верхний индекс каждого элемента означает номер темы i  1, 2, …, 15, а нижний – 

категорию знаний (1, 2 или 3). Для имитационного моделирования обучения необхо-
димо создать компьютерную программу, которая: 1) считывает распределение учеб-
ной информации, длительность занятий и перерывов из текстового файла; 2) учиты-
вает повторение при подготовке к экзамену и контрольным работам; 3) учитывает, что 
при изучении данной темы используется некоторая часть информации из предыдущих 
тем; 4) определяет количество прочных и непрочных знаний в последовательные мо-
менты времени по каждой теме. На рис. 1.2 представлена матрица E , элементами 

которой являются коэффициенты повторения (или связи) jie , , характеризующие сте-

пень использования учебного материала i -й темы при изучении j -й темы. Получаю-

щаяся трехкомпонентная модель обучения выражается системой дифференциаль-

ных уравнений (при обучении jiek , , во время перерыва 0k ): 

 

iiiiii ZZZZLkdtdZ 2211111 ))((/   , 
iiiii ZZZZkdtdZ 332222112 )(/   , 

iii ZZkdtdZ 33223 /   , 
iiii ZZZZ 321  , 15,...,2,1, ji , 

 

где i , j – номер изучаемой темы. Коэффициенты усвоения и забывания заданы так:

)1(3,0
i

S , e/1   , e/12   , 0015,01  , e/12   , e/23   , где 
iS  – слож-

ность i -й темы из интервала [0; 1], ...72,2e  Если сложность темы 1iS , то студент 

не сможет ее освоить ( 0 ). Количество знаний студентов Z  и уровень требований 
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преподавателя L  пропорциональны числу изученных или изучаемых элементов учеб-
ного материала (ЭУМ): понятий, элементарных суждений или математических фор-
мул. Все коэффициенты подобраны так, чтобы результаты моделирования соответ-
ствовали педагогической практике [14, 15].  

Для моделирования используется программа 1. Она считывает из каждой l -й 

строки входного файла vhod.txt (рис. 1.3) номер темы no ][l  (столбец 1), VR ][l  – продол-

жительность l -го интервала времени в часах (столбец 2), индикатор повторного изуче-

ния данной темы P ][l  (столбец 3). Если no 0][ l , то в l -й интервал времени обучения 

не происходит. При P 2][ l  соответствующая тема noi  ][l  изучается повторно, коэф-

фициент усвоения   в полтора раза больше. Программа содержит цикл по времени t , в 

котором методом Эйлера рассчитывает количество знаний первой, второй и третьей ка-

тегорий по всем 15 темам 
i
kZ  и общее количество знаний 

iZ  в последовательные мо-

менты времени. Уровень требований 
iL  преподавателя и сложность 

iS  по каждой теме 
задаются в начале программы. Промоделируем несколько ситуаций. 

Программа 1. (Free Pascal) 

 
 

Ситуация 1. На изучение некоторой гипотетической дисциплины в течение се-
местра длительностью 15 недель = 105 дней отводится 90 астрономических часов (по 6 
часов в неделю), включая работу в аудитории и выполнение домашнего задания. В те-
чение недели (168 часов) студент 6 часов учится и 162 часа отдыхает или занимается 
другими предметами, затем снова 6 часов изучает данный курс, 162 часа отдыхает и т. д. 
Курс состоит из 15 тем, каждую неделю изучается новая тема. Уровень требований пре-

подавателя и сложность тем задаются матрицами: iL {10, 11, 10, 12, 12, 11, 12, 13, 11, 

12, 12, 13, 12, 13, 12} и iS {0,1; 0,2; 0,3; 0,2; 0,4; 0,2; 0,3; 0,3; 0,4; 0,3; 0,3; 0,3; 0,4; 0,3; 

0,3}. После четвертой, восьмой и двенадцатой недель организуются контрольные ра-
боты по 1, 2, 3 и 4-й темам, 5, 6, 7 и 8-й темам, 9, 10, 11 и 12-й темам соответственно. В 
конце курса ( t 15 нед.) проводится экзамен по всем 15 темам. Во время подготовки к 

контрольной работе студент повторяет последние 4 темы, затрачивая на каждую по 0,7–
0,8 часа (см. рис. 1.3). При подготовке к экзамену студент повторяет все 15 тем и затра-
чивает на каждую тему по 1 часу. В первый день подготовки студент занимается 8 часов, 
а на следующий день (после 16-часового перерыва) занимается 7 часов. После экзамена 
студент частично забывает изученный материал. 
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Для учета использования предыдущего материала используется треугольная мат-

рица E , ее элементы jie ,  в правом верхнем углу могут быть заданы так: если 

jij  5 , то iie , 0,3, иначе je ii /4,0,  . Получающиеся результаты имитационного 

моделирования изучения курса представлены на рис. 2 и 3. Из рис. 3.1 видно, что в те-

чение семестра суммарное количество знаний студента Z  (и по отдельности 1Z , 2Z  и 

3Z ) во время занятий резко возрастает, а в промежутках между занятиями уменьшается 

из-за забывания. При подготовке студента к зачетным мероприятиям (треугольные 

метки) и экзамену (круглая метка) количество знаний 1Z , 2Z  и 3Z  также резко увеличи-

вается. После экзамена уровень знаний понижается из-за забывания. На рис. 3.1 также 

показаны графики )(
9 tZ , )()()( 9

3
9
2

9
23 tZtZtZ   и )(9

3 tZ  для девятой темы.  
 

 
 

Рис. 2. Результаты моделирования: ситуация 1 (недели 1–6) 
 

Модель позволяет рассчитать значения 
iZ1 , 

iZ2  и 
iZ3 , соответствующие i -й теме 

для любого t , и построить соответствующие распределения, например, для моментов 

t  9 и t  15 недель (см. рис. 3.2 и 3.3). Видно, что при t  9 недель студент усвоил 

только первые 9 тем (темы 10–15 он не изучал), причем доля прочных знаний, соответ-
ствующих темам 1–5, выше, чем для тем 6–9. Это вызвано тем, что при изучении теку-
щей темы студент частично повторяет предыдущий материал и доля прочных знаний 
повышается. В момент t 15 недель студент овладел уже всем материалом, причем 

доля прочных знаний для тем 1–9 выше, чем для тем 10–15. Во всех случаях уровень 

знаний студента 
iZ  ниже уровня требований преподавателя 

iL  ( 15,...,2,1i ). 
 

 
 

Рис. 3. Результаты моделирования изучения курса (ситуация 1) 
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Ситуация 2. Допустим следующее: 1) студент изучает дисциплину без подго-
товки к контрольным работам и экзамену; 2) сложность материала и уровень требо-

ваний на каждом занятии одинаковы и равны S 0,2 и L 10 ЭУМ; 3) темы не связаны 

между собой: изучая j -ю тему, студент совершенно не использует материал из 

предыдущих тем ( iie , 1, остальные – 0). Результаты моделирования представлены 

на рис. 4.1 и 4.2. Количество знаний 
iZ1 , 

iZ2  и 
iZ3  ученика к концу обучения ( t

15 недель) с ростом номера темы i  монотонно возрастает, оставаясь меньше L . Это 

объясняется тем, что вопросы, изученные в начале семестра, если их не повторять, 
забываются (рис. 4.2). 

 

 
 

Рис. 4. Результаты моделирования изучения курса (ситуации 2 и 3) 
 

Ситуация 3. Студент при изучении текущей темы повторяет материал из преды-
дущих тем; матрица E  задается так же, как в ситуации 1. Контрольные работы и эк-

замен отсутствуют, для всех тем S 0,2 и L 10 ЭУМ. Получающееся распределение 

знаний студента 
i
kZ  по темам в момент t 15 недель представлено на рис. 4.3. Видно, 

что при i 11 количество усвоенных знаний 
iZ1 , 

iZ2  и 
iZ3  возрастает, а при i 11 – 

убывает при увеличении i . Эти объясняется следующим: 1) чем раньше изучена тема, 

тем в большей степени она забывается к концу обучения; 2) при изучении j -й темы 

студент повторяет материал предыдущих четырех тем )4( j , )3( j , )2( j , )1( j  

с коэффициентом повторения jie , 0,3. 

Итак, на основе психологических закономерностей усвоения и забывания [16, 17] 
предложена имитационная модель обучения, которая учитывает: 1) деление всех знаний 
студента по прочности запоминания на три категории; 2) длительность занятий и проме-
жутков между ними; 3) распределение учебной информации (уровня требований) по те-
мам; 4) сложность учебного материала; 5) повторное изучение отдельных тем во время 

подготовки к зачету или экзамену; 6) степень использования учебного материала i -й темы 

при изучении j -й темы. Установлено, что подобные модели позволяют отследить измене-

ние различных видов знаний студента по различным категориям и темам. 
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Imitating modeling of studying by students of a high school course, considering psychological regu-
larities of assimilation and forgetting  
Abstract. In the paper the method of imitating modeling of studying by the student of some hypothetical discipline 
which is calculating on 15 weeks and coming to an end with examination is considered. On the basis of funda-
mental psychology and pedagogical regularities of learning the mathematical multicomponent model of training 
is constructed. It is taking into account: 1) the division of the student's knowledge in dependence of the memory 
strength into three categories; 2) the duration of lessons and intervals between them; 3) the distribution of edu-
cational information on themes and on time; 4) complexity of the training material; 5) repeated studying of some 
themes during preparation for the test or examination; 6) the degree of the using of educational material of the 
previous themes when studying the current theme. The result of modelling are represented. 
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