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Учим решать уравнения и неравенства с параметром 
 

Аннотация. В статье освещены элементы методики обучения решению задач с 
параметрами. Показан подход к введению понятия, система упражнений для фор-
мирования действий, осуществляемых в процессе решения, а также приведён пе-
речень формулировок задач, введённых в базу заданий для проведения итоговой 
аттестации (ЕГЭ) в 11-м классе общеобразовательной школы, описаны некото-
рые эвристики к их решению. 
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В школьной математике есть классы задач, вызывающие особый интерес учите-
лей и методистов, традиционно считающиеся трудными для освоения учениками: за-
дачи на построение, решение систем алгебраических неравенств, текстовые задачи с 
использованием дробных и процентных соотношений... Задачи с параметром зани-
мают в этом перечне не последнее место. Вызвано это рядом обстоятельств. 

Во-первых, трудности вызывает само понятие параметра и характер задачи с па-
раметром. Этот термин не имеет чётко сформулированного определения, подобного 
определениям других математических терминов. Его первичное восприятие учащи-
мися усложнено тем, что в их субъектном опыте сложно выделить примеры использо-
вания параметров. Решение задачи с параметрами требует вместо однозначно за-
данного объекта рассмотреть множество объектов, добавляет в рассматриваемую си-
туацию динамики, в отличие от подавляющего большинства «статичных» задач, ре-
шаемых в школьном курсе. 

Во-вторых, задачи с параметрами относятся к задачам более высокого уровня 
сложности, не имеют однозначных алгоритмов решения, требуют уверенного владе-
ния разнородными фрагментами школьного курса математики, применения разнооб-
разных эвристик.  

Наконец, несмотря на большое количество статей и учебных пособий, методика 
обучения решению задач с параметрами для большинства учителей остаётся недо-
статочно разработанной.  

Перечисленные обстоятельства создают определённые трудности в работе с 
детьми, испытывающими интерес к математике, ориентированными на высокие резуль-
таты итогового экзамена по предмету. Мы предлагаем коллегам материал, который мо-
жет оказаться полезным в преодолении этих трудностей. Для этого считаем целесооб-
разным рассмотреть несколько методических аспектов: введение понятия параметра и 
знакомство с задачами с параметром, формирование специальных умений, определе-
ние круга типовых задач, формулировка эвристик к решению этих задач. 
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I. Вводим понятие параметра. 
Одним из фундаментальных понятий математики и её приложений в других 

науках, например в физике, является понятие величины, которое не определяется. 
Следует обсудить с учащимися тот факт, что математика среди других видов деятель-
ности занимается измерением величин. Так, словарь С. И. Ожегова [1] трактует мате-
матику как совокупность наук, изучающих величины, количественные отношения, а 
также пространственные формы. Среди величин выделим постоянные и переменные.  

Например, в формулах работы, совершаемой при подъёме тела вертикально 

вверх 𝐴 = 𝑚𝑔ℎ, и объёма шара 𝑉 =
4

3
𝜋𝑅3 наряду с переменными величинами 

А, 𝑚, ℎ, 𝑉, 𝑅 используются постоянные величины g (ускорение свободного падения) и 𝜋 
(отношение длины окружности к её диаметру). 

Но иногда, если мы проводим эксперимент, изучаем поведение какой-либо вели-
чины при некоторых условиях, то некоторые переменные часто считаем не изменяю-
щимися в течение всего эксперимента.  

Например, путь, пройденный телом при равноускоренном движении 𝑆 = 𝑣0𝑡 +
𝑎𝑡2

2
, 

зависит в том числе от переменной 𝑎, которая обозначает ускорение, заданное и не 
меняющееся в рамках рассматриваемого движения. 

Или в условиях адиабатического процесса при постоянной температуре имеет 

место соотношение между объёмом идеального газа и его давлением 𝑝𝑉 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, ко-
торое получается из уравнения Менделеева – Клапейрона 𝑝𝑉 = 𝜐𝑅𝑇. Очевидно, что 
значение константы, связывающей давление и объём, зависит от значения темпера-
туры, которая в условиях изотермического процесса считается постоянной. 

Количество корней квадратного уравнения 𝑥2 + 𝑘𝑥 + 1 = 0, определяемое знаком 

его дискриминанта 𝐷 = 𝑘2 − 4, зависит от того, какое значение примет переменная 𝑘. 
Очевидно, подставляя вместо 𝑘 то или иное число, каждый раз получим новое урав-
нение со своим множеством корней. 

Ещё пример. Построим окружность, проведём её диаметр и построим на нём все-

возможные треугольники. Тогда образовавшиеся отрезки 𝑎 и 𝑏 связаны соотноше-

нием 𝑎2 + 𝑏2 = 𝑑2, а величина площади треугольника зависит от длины перпендику-

ляра, опущенного на диаметр 𝑆 =
𝑑ℎ

2
 (рис. 1). 

 

 
Рис. 1 

 

Таким образом, понятие параметра вполне определённо, хотя дать ему чёткую 
дефиницию достаточно сложно. Мы выделяем следующие признаки этого понятия. 
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Параметр – это переменная величина, позволяющая рассмотреть множество объек-
тов. Отдельные значения параметра задают отдельный объект множества, некоторые 
его значения приводят к частным случаям связей и отношений.  

Рассмотрим разные подходы к определению термина «параметр» (от греческого 
παραμετρου – отмеривающий):  

 величина, значения которой служат для различения элементов некоторого 
множества между собой [2]; 

 величина, входящая в формулы и выражения, значение которой является по-
стоянным в пределах рассматриваемой задачи, но в другой меняет свои значения [3]; 

 независимая переменная, значение которой в данной задаче считается фик-
сированным [4]; 

 постоянная величина, являющаяся характеристикой какого-либо процесса 
или предмета, может при разных аналогичных рассмотрениях принимать различные 
значения и даже быть переменной [5]. 

Приведённые примеры показывают, что параметром считается переменная ве-
личина, значение которой зафиксировано в рамках данной ситуации или данного про-
цесса, и изменение её значения ведёт к изменению связей между другими величи-
нами, характеристик протекающего процесса, приводит к изменению ситуации. 

В математике для решения задачи с параметром требуется выполнить следу-
ющие действия: 

1. Рассмотреть ситуацию так, как если бы вместо параметра было задано кон-
кретное число. 

2. Показать, как меняется ситуация, если изменить это число. 
3. Зафиксировать особые случаи, найти, при каких значениях параметра они 

получаются.  
4. Составить список всех возможных случаев с указанием того, каким значе-

ниям параметра они соответствуют. 
 

II. Формируем необходимые умения. 
Для успешного решения уравнения или неравенства с параметром необходимо 

уверенное владение следующими компонентами:  

 владеть понятием координатной прямой; уметь переходить от соотношений 
между числами (сравнение) к соотношениям между точками (расположение) и наобо-
рот; записывать промежутки, соответствующие заданному неравенству и наоборот, 
производить объединение или пересечение промежутков в процессе решения задачи;  

 владеть понятием декартовой системы координат на плоскости; уметь опи-
сывать положение графика функции (расположение, пересечение, преобразование); 

 владеть алгоритмами решения основных классов уравнений и неравенств; 
владеть графическим методом решения уравнений, неравенств и их систем; 

 уметь строить графики основных классов функций и некоторых уравнений с 
двумя переменными, знать их особенности, а также владеть алгоритмами преобразо-
вания графиков; 

 владеть исследовательскими навыками, уметь перечислять возможные ва-
рианты и выявлять условия, способствующие тому или иному решению. 

Особо отметим, что для успешного решения задач с параметром, входящих в 
банк заданий ЕГЭ, необходимо ещё и владение понятием модуля числа, умение пре-
образовывать выражения, решать уравнения и неравенства, строить графики функ-
ций, содержащих знак модуля. 
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Для формирования специальных умений, необходимых в решении уравнений и 
неравенств с параметром, следует выполнить комплекс упражнений. 

1) Сравнение чисел и значений выражений 

Упражнение 1. Что больше: а) 𝑎 или 2𝑎, б) 𝑎 или − 𝑎, в) 𝑎 или |𝑎|, г) 𝑎 или 
1

𝑎
, 

д) 𝑎 или 𝑎2, е) 𝑎 или √𝑎, ж) 2𝑎 или 2−𝑎, з) 𝑎2 или 𝑎−2, и) 𝑙𝑜𝑔𝑎2 или 𝑙𝑜𝑔𝑎3? 
Рекомендации к выполнению упражнения 

При выполнении этого упражнения рекомендуем придерживаться следующей 
схемы: 1) выявить «особые» значения параметра; 2) объяснить свой выбор; 3) разбить 
множество всех действительных чисел на промежутки и решить задачу на каждом из 
полученных промежутков. 

Например, при выполнении упражнения г) нетрудно заметить, что «особыми» 

значениями параметра являются 0, 1 и –1. При 𝑎 = 0 сравнение не имеет смысла. При 

𝑎 = 1 и 𝑎 = −1 значения сравниваемых выражений совпадают. Разобьем числовую 
прямую на промежутки и определим знак неравенства на каждом из них, выбирая в 

качестве значения 𝑎 какое-либо число (рис. 2). 
 

 
Рис. 2 

 

Таким образом, при 𝑎 = −1 или 1 имеем 𝑎 =
1

𝑎
; 

при 𝑎 ∈ (−1; 0) ∪ (1; +∞) имеем 𝑎 >
1

𝑎
; 

при 𝑎 ∈ (−∞;  −1) ∪ (0;  1) имеем 𝑎 <
1

𝑎
. 

2) Определение решений системы линейных неравенств 

Упражнение 2. Может ли система {
𝑥 ≤ 2,
𝑥 > 𝑎

 не иметь решений? 

Упражнение 3. Изобразите числовые промежутки, соответствующие решениям 

системы {
𝑥 ≤ 2,
𝑥 > 𝑎,

 такие, в которых было бы а) ровно два целых числа; б) ровно одно 

целое число. Выясните, при каких 𝑎 они получаются. 
Ответ: а) при 𝑎 ∈ [0; 1); б) при 𝑎 ∈ [1;2) . 

Упражнение 4. При каких значениях 𝑎 решением системы {
𝑥 < 2,
𝑥 ≤ 𝑎

 является про-

межуток а) (−∞;1]; б)(−∞; 2); в) (−∞;𝑎]; г) (−∞; 𝑎)? 
Рекомендации к выполнению упражнения 

Изобразим требуемые решения на координатной прямой и определим соответ-
ствующие значения параметра (см. рис. 3). 
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Ответ: 𝑎 = 1. 

 

Ответ:𝑎 ∈ [2; +∞). 

 

Ответ:(−∞; 2). 

 

Ответ:𝑎 = 2. 

Рис. 3 
 

При выполнении этого упражнения рекомендуем строго придерживаться следу-
ющего правила: х – это переменная, а – это число.  

3) Нахождение корней простейшего уравнения, содержащего параметр 

Упражнение 5. Выбрав некоторые значения параметра 𝑎, решите уравнения:  
а) 2𝑎(𝑎 − 2)𝑥 = 𝑎 − 2 [6]; 
б) (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 3) = 0; 

в) 
𝑥2−9

𝑥−𝑎
= 0; 

г) 
𝑎+𝑥

𝑥2−5𝑥+6
= 0. 

Выявите «особые» значения параметра. Перечислите все возможные случаи ре-

шения, указав, при каких значениях 𝑎 они получаются. 
Рекомендации к выполнению упражнения 

Решение предложенных уравнений предполагает следующую последователь-
ность рассуждений: 1) выбрать некоторое число – значение параметра – и подставить 
его в заданное уравнение; 2) определить тип полученного уравнения; 3) решить полу-
ченное уравнение в соответствии с алгоритмом решения определённого класса урав-
нений; 4) повторить процедуру несколько раз. После проведённых проб можно обоб-
щить решение и провести полное исследование его корней. Например, решение урав-
нения а) может быть оформлено в следующем виде. 

Пусть 𝑎 = 5. Тогда имеем уравнение 30𝑥 = 3, откуда 𝑥 =
1

10
. 

Пусть𝑎 = −3. Тогда имеем уравнение −30𝑥 = −5, откуда 𝑥 = −
1

6
. 

Если 𝑎 = 0, то получим уравнение 0 ∙ 𝑥 = −2, которое корней не имеет. 
Если 𝑎 = 2, то получим равенство 0 ∙ 𝑥 = 0, верное при любом 𝑥. 
Ответ: при 𝑎 = 0 уравнение корней не имеет; 
 при 𝑎 = 2 корнем уравнения является любое число; 

 в остальных случаях уравнение имеет один корень 𝑥 =
1

2𝑎
. 

Примечание. В процессе решения уравнений с параметром следует обращать 
внимание на формулировку задания. В одних случаях требуется указать количество 
корней уравнения в зависимости от параметра, в других – решить уравнение, т. е. 
найти формулы, выражающие корни этого уравнения. 

4) Выполнение условия для количества корней уравнения 
Упражнение 6. Сколько корней может иметь уравнение [7]: 

а) (𝑎 + 4)𝑥2 + 6𝑥 − 1 = 0; 

б) (2𝑎 + 8)𝑥2 − (𝑎 + 4)𝑥 + 3 = 0? 
Рекомендации к выполнению упражнения 

Важно обсудить с учащимися следующий факт: рациональное уравнение может 
при некоторых значениях параметра привести к уравнению степени ниже, чем степень 
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заданного уравнения. Так, решая уравнение а), при 𝑎 = −4 получим линейное уравне-
ние, имеющее один корень. В других случаях получим квадратное уравнение, дискри-

минант которого равен 𝐷 = 40 + 4𝑎. Тогда при 𝑎 = −10 уравнение также имеет один 
корень, при 𝑎 > −10, 𝑎 ≠ −4 уравнение имеет два корня, при 𝑎 < −10 действительных 
корней нет. 

Последовательные рассуждения в решении уравнения б) приводят к следую-

щему ответу: при 𝑎 ∈ [−4;20) уравнение не имеет (действительных) корней; 

 при 𝑎 = 20 уравнение имеет один корень; 
 в остальных случаях уравнение имеет два корня. 

Упражнение 7. Найдите все значения 𝑎, при которых уравнение имеет единственный 
корень [8]: 

а) (𝑥 − 3)log2𝑎 = 0; ответ: при 𝑎 ∈ (0; 1) ∪ (1; +∞). 

б) (𝑥 − 1)arccos𝑎 = 0; ответ: при 𝑎𝜖[−1;1). 

в) (𝑥 − 𝑎)log2𝑥 = 0; ответ: при 𝑎𝜖(−∞;  0] ∪ {1}. 

г) (𝑥 − 𝑎)(√𝑥 − 9) = 0; ответ: при 𝑎𝜖(−∞;  0) ∪ {81}. 

5) Решение неравенств простейшего вида, содержащих параметр 
Упражнение 8. Перечислите все возможные случаи решения неравенства, ука-

зав, при каких значениях 𝑎 они получаются: 
а) 𝑎𝑥 > 1. 

Ответ: при 𝑎 = 0 нет решений; если 𝑎 > 0, то 𝑥 >
1

𝑎
; если 𝑎 < 0, то 𝑥 <

1

𝑎
. 

б) (𝑥 − 𝑎)(𝑥 − 2) < 0. 
Ответ: при 𝑎 = 2 нет решений; если 𝑎 > 2, то𝑥 ∈ (2; 𝑎); если 𝑎 < 2, то𝑥 ∈ (𝑎; 2). 

в) 
𝑥+1

𝑥+𝑎
< 0. 

Ответ: при 𝑎 = 1 нет решений; если 𝑎 ∈ (−∞; 1), то𝑥 ∈ (−1; −𝑎); если 𝑎 ∈ (1; +∞), 
то 𝑥 ∈ (−𝑎; −1). 

г) 
𝑎+𝑥

𝑥2−5𝑥+6
≥ 0. 

Ответ: если 𝑎 = −2, то 𝑥 ∈ (3; +∞); 
 если 𝑎 = −3, то 𝑥 ∈ (2; 3) ∪ (3; +∞);  

 если 𝑎 ∈ (−∞;  −3), то 𝑥 ∈ (2;  3) ∪ [−𝑎; +∞);  
 если 𝑎 ∈ (−3; −2), то 𝑥 ∈ (2;−𝑎] ∪ (3; +∞);  
 если 𝑎 ∈ (−2; +∞), то 𝑥 ∈ [−𝑎; 2) ∪ (3; +∞). 

6) Построение семейства кривых и выявление особых случаев расположения 
графиков 

Упражнение 9. Постройте графики функций: 𝑦 = 𝑎 − 𝑥2; 𝑦 = |𝑥 + 𝑎|; 𝑦 = √𝑎 − 𝑥; 
𝑦 = 𝑙𝑜𝑔2(𝑎 − 𝑥); 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑎. Какие из этих графиков проходят через точку (0; 1)? 

Упражнение 10. Постройте геометрическое место точек с координатами (𝑥; 𝑦), 
удовлетворяющими уравнению:  

а) |𝑥| + |𝑦| = 𝑎; 

б) (𝑥 − 𝑎)2 + (𝑦 − 𝑎)2 = 𝑎2; 
в) |𝑥| + |𝑦| ≤ 𝑎; 

г) 𝑥2 + 𝑦2 ≥ 𝑎. 
7) Определение количества корней уравнения 𝑓(𝑥) = 𝑎 при заданном графике 

функции 𝑓(𝑥) 

Упражнение 11. Задан график функции 𝑓(𝑥) (см. рис. 4 а, б). Как определить ко-

личество корней уравнения 𝑓(𝑥) = 𝑎? 
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Рис. 4 

 

Упражнение 12. Построить чертёж для графического решения неравенства 𝑎𝑥 ≥
|𝑥 + 1|. Перечислить все случаи взаимного расположения графиков. 

8) Нахождение значения параметра, соответствующего касанию кривой и 
прямой 

Упражнение 13. Какие условия должны выполняться для того, чтобы прямая 𝑦 =
𝑎𝑥 − 1 являлась касательной к параболе 𝑦 = 𝑥2? Как найти соответствующие значе-

ния 𝑎? 
Рекомендации к выполнению упражнения 

В точке касания прямой и кривой выполняются условия, описываемые системой 

{
𝑎𝑥 − 1 = 𝑥2

(𝑎𝑥 − 1)′ = (𝑥2)′
. Поэтому касание может произойти в точке с абсциссой 𝑥 = 1 при 𝑎 =

2 или в точке с абсциссой 𝑥 = −1 при 𝑎 = −2. 
 

III. Определяем круг задач с типовыми формулировками. Формируем эвристики. 
Проанализировав банк задач для подготовки к ЕГЭ по математике [9], мы выде-

лили несколько типов задач с параметром. 
1. Для данного уравнения требуется найти значения параметра, при которых 

выполняется заданное условие. 
1.1. Задано требование на количество корней уравнения (имеет единственный 

корень, имеет более двух корней, не имеет корней и т. п.). 
1.2. Задан промежуток, которому принадлежат корни уравнения (все, несколько, 

хотя бы один). 
Другие варианты формулировок:  

 график функции пересекает ось абсцисс в трёх точках; 

 функция имеет более двух точек экстремума и т. п. 
2. Для данного неравенства требуется найти значения параметра, при которых 

выполняется заданное условие. 
2.1. Решениями неравенства являются все действительные числа. 
2.2. Неравенство не имеет решений. 
2.3. Множество решений неравенства задано или ограничено дополнительным 

условием. 
Другие варианты формулировок:  

 неравенство имеет три целых решения; 

 решением неравенства является отрезок; 
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 наибольшее значение функции меньше заданного числа и т. п. 
3. Для данной системы уравнений (неравенств) требуется найти значения па-

раметра, при которых выполняется заданное условие. 
3.1. Система имеет бесконечно много решений. 
3.2. Система не имеет решений. 
3.3. Система имеет решения. 
3.4. Система имеет заданное количество решений (единственное, два или, 

например, четыре). 
4. Другие задачи: 
4.1. Решить уравнение, неравенство или систему при каждом значении пара-

метра. 
4.2. Найти значения параметра, при которых уравнения (неравенства или си-

стемы) равносильны. 
4.3. Решить задачу с дополнительными ограничениями на параметр (например, 

решить при всех положительных значениях параметра). 
Решение задач с параметром не имеет однозначного алгоритма, однако есть ряд 

соображений, которые так или иначе возникают вместе с приобретаемым опытом. 
Сформулируем ряд эвристик, владение которыми существенно облегчит решение 
уравнений, неравенств с параметром и их систем. 

1. Большинство алгебраических уравнений, неравенств с параметром и их систем 
успешно решается графически. 

2. В некоторых задачах сложное и многоэтапное исследование можно свести к ре-
шению рационального неравенства или системы рациональных неравенств [10, 11].  

 Например, вместо неравенства √𝑥 − √𝑎 > 0 можно решить неравенство 𝑥 −
𝑎 > 0 при дополнительных ограничениях. 

 Решая неравенства 𝑎𝑥 − 𝑎𝑛 > 0, можно рассмотреть случаи 𝑥 − 𝑛 > 0, где 𝑎 >
1 и 𝑥 − 𝑛 < 0, где 0 < 𝑎 < 1. 

 Неравенство |𝑓(𝑥)| > |𝑔(𝑥)| в некоторых случаях целесообразно заменить 

неравенством [𝑓(𝑥)]2 > [𝑔(𝑥)]2.  

 Если неравенство можно привести к виду log𝑔(𝑥)[𝑓(𝑥)] > 0, то его решения 

можно найти, решив неравенство (𝑔(𝑥) − 1)(𝑓(𝑥) − 1) > 0. 
3. Решение многих уравнений и неравенств с параметром, содержащих квад-

ратный трёхчлен, можно свести к использованию соотношений, аналогичных следую-

щей теореме. Для того чтобы оба корня квадратного трёхчлена f(x) = ax2 + bx + c ле-
жали по разные стороны от заданного числа М, необходимо и достаточно выполнения 

условия a ∙ f(M) < 0 [12].  
4. Во многих задачах, как можно видеть выше, требуется найти те значения па-

раметра, при которых число корней уравнения наперёд задано. Тогда могут помочь 
следующие соображения (см. упражнение 7): 

 если требуется, чтобы рациональное уравнение имело единственный ко-
рень, необходимо рассмотреть те значения параметра, при которых оно становится 
линейным;  

 если требуется, чтобы уравнение имело единственный корень, то необходимо 
рассмотреть те значения параметра, при которых все корни уравнения совпадают; 

 если требуется, чтобы уравнение имело единственный корень, необходимо 
рассмотреть те значения параметра, при которых все найденные корни, кроме одного, 
являются посторонними; 
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 в уравнениях, содержащих чётные функции, можно отдельно рассмотреть 
случай, когда переменная принимает значение равное нулю; это позволит выяснить, 
может ли количество решений быть чётным или нечётным. 

5. Требование равносильности уравнений, неравенств или систем можно све-
сти к исследованию области определения или области значения функции. 

Конечно, приведённые эвристики не исчерпывают разнообразие приёмов, ис-
пользуемых в решении задач с параметрами. Мы не останавливаемся подробно на 
рассмотрении задач, требующих применения этих эвристик, предоставляя читателю 
возможность более детально поработать с книгами, посвящёнными решению задач с 
параметром [13–16].  

В качестве резюме отметим несколько моментов:  
1. Задачи с параметрами относятся к категории достаточно сложных задач, тре-

бующих применения разнообразных знаний, синтеза различных фрагментов изучен-
ного ранее материала.  

2. Это задачи, в которых проявляется творческая составляющая процесса обу-
чения, деятельность учащихся носит эвристический характер.  

3. Существует ряд методических соображений, использование которых облег-
чает процесс приобщения учащихся к решению задач с параметром. Эти соображения 
учитывают специфику параметра как понятия и специфику задач с параметром как 
отдельного вида задач. 

4. Приобретение опыта решения указанного вида задач должно сопровож-
даться формулировкой специальных и частных эвристик. 

Приведенные рекомендации могут оказаться полезными для учителей, работа-
ющих над подготовкой учащихся к итоговой аттестации, а также для работы в рамках 
элективных курсов и в других формах работы с учащимися, проявляющими интерес к 
изучению математики. 
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