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Методика изложения темы «Многомерные случайные величины»  
в курсе «Теория вероятностей» 

 

Аннотация. В работе предлагается методика изложения темы «Многомерные 
случайные величины» в курсе «Теория вероятностей». Статья написана на основе 
многолетнего опыта преподавания теории вероятностей и будет полезна как 
студентам, так и преподавателям при проведении практических занятий. В ней 
отсутствуют доказательства теоретических фактов, однако приведен список 
литературы, к которому можно обратиться за более подробным объяснением. В 
работе разобраны два примера: один для дискретного случайного вектора, другой 
для непрерывного случайного вектора. В этих примерах найдены законы распреде-
ления и основные числовые характеристики, изучаемые в курсе теории вероятно-
стей. Структурированный подход к изложению материала, сочетающий основные 
теоретические сведения и разбор типовых задач, поможет студентам в самосто-
ятельной работе и при выполнении домашних заданий. 
Ключевые слова: многомерные случайные величины, дискретный двумерный слу-
чайный вектор, непрерывный двумерный случайный вектор, закон распределения. 
Раздел: (01) педагогика; история педагогики и образования; теория и методика 
обучения и воспитания (по предметным областям). 

 

Теория вероятностей является важной частью образования выпускника любого 
технического университета. В природе нет ни одного физического явления, в котором 
бы не присутствовали в той или иной степени элементы случайности. Как бы точно и 
подробно ни были зафиксированы условия опыта, невозможно достигнуть того, чтобы 
при повторении опыта результаты полностью и в точности совпали. Результаты лю-
бых измерений и наблюдений – это случайные величины, так как измерительные при-
боры всегда дают погрешность. Контролируемые параметры выпускаемых изделий 
также случайные величины, так как станки и автоматы не могут выпускать абсолютно 
одинаковые изделия. Поэтому теория вероятностей, изучающая случайные вели-
чины, является методологией всех эмпирических наук. 

В [1] была предложена методика изложения темы «Одномерные случайные ве-
личины». В настоящей статье приводится методика изложения темы «Многомерные 
случайные величины». Многомерные случайные величины возникают тогда, когда в 
опыте наблюдается не одна случайная величина, а несколько [2, 3]. 
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Случайные векторы 
 

Часто в эксперименте наблюдают не одну, а сразу несколько случайных величин. 

При этом с каждым элементарным исходом Ω  связан набор числовых значений 

некоторых количественных параметров, то есть каждому элементарному исходу  по-

ставлен в соответствие некоторый числовой вектор. 

Определение 1. Отображение       1 ,..., :n

nX XX    Ω R  называется 

n-мерной случайной величиной, или n-мерным случайным вектором. 
В случае двумерных или трехмерных случайных величин часто используют обо-

значение (X,Y) или (X,Y,Z) . 
Например, результат измерения четырехугольного зе-

мельного участка ABCD (рис. 1) – это четырехмерный слу-

чайный вектор    1 2 3 4, , ,X X X XX   , где  

1X
 
–

 
результат измерения стороны АВ, 

2X  – результат измерения стороны ВС, 

3X  – результат измерения стороны CD, 

4X  – результат измерения стороны АD. 

Определение 2. Функцией распределения n-мерного случайного вектора 

 1,..., nX X  называется неслучайная функция n действительных переменных 

1 2, ,..., nx x x , определяемая как вероятность совместного выполнения n неравенств: 

     1 1 1,..., ,...,n n nF x F x x P X x X x    . 

В частности, для двумерного случайного вектора (X,Y) имеем 

   , ,F x y P X x Y y   . 

Значение двумерной функции распределения в 

точке  1 2,a a  согласно определению представляет собой 

не что иное, как вероятность попадания точки  1 2,X X  в 

заштрихованный квадрат с вершиной в точке  1 2,a a , 

представленный на рис. 2. 
Теорема 1. Двумерная функция распределения 

 ,F x y  обладает следующими свойствами: 

1.  0 , 1F x y  . 

2.  ,F x y
 
– неубывающая функция своих аргументов. 

3.    lim , lim , 0
x y

F x y F x y
 

  . 

4.  lim , 1
x
y

F x y



 . 

5.    lim , lim , 0
x y

F x y F x y
 

  . 
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6. Вероятность попадания случайной точки (X,Y) в прямоугольник со сторо-
нами, параллельными координатным осям, может быть вычислена по формуле:

         1 2 1 2 2 2 2 1 1 2 1 1,y , , , ,P x X x Y y F x y F x y F x y F x y        . 

7. Функция  ,F x y непрерывна слева по каждому из аргументов. 

 

Дискретные двумерные случайные величины 
 

Определение 3. Двумерный случайный вектор (X,Y) называется дискретным, 
если каждая его компонента является дискретной случайной величиной. 

Перечень возможных пар  ,i jx y  значений компонент случайного вектора и со-

ответствующих каждой такой паре вероятностей  ,Y jij ip P X x y   , удовлетворя-

ющих условию 1ij
i j

p  , называется законом распределения дискретного случай-

ного вектора. 
Закон распределения дискретного случайного вектора удобнее всего предста-

вить в виде табл. 1. 
Таблица 1 

 

X 
Y 

 iP X x  
1y  

2y  … 
my  

1x  
11p  

12p  
… 

1mp   1P X x  

2x  
21p  

22p  
… 

2mp   2P X x  

… … … … … … 

nx  1np  
2np  

… 
nmp   nP X x  

 Y jP y   1YP y   2YP y  
…  Y mP y  1 

 

В последней строке таблицы стоят вероятности событий  Y jy , равные сумме 

элементов j-го столбца:   1 2 ...j njj jP Y y p p p    . В последнем столбце таблицы 

стоят вероятности событий  iX x , равные сумме элементов i-й строки:

  1 2 ...i imi iP X x p p p    . 

Таким образом, первый и последний столбцы таблицы задают закон распреде-
ления случайной величины X, а первая и последняя строки – закон распределения 
случайной величины Y. 

Условным законом распределения случайной компоненты X при условии, что 

компонента Y приняла значение jy , называется совокупность значений компоненты 

X и соответствующих этим значениям условных вероятностей 

 
 

 

,i j

i j

j

P X x Y y
X x Y y

P Y y
P

 
 


 . 
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Зададим условный закон распределения X при условии, что Y jy , в виде сле-

дующей табл. 2:  
Таблица 2 

 

X 1x  … nx  

 jX Y yP   
 

1 j

j

p

P Y y
 … 

 
nj

j

p

P Y y
 

 

Дискретные случайные величины X и Y, принимающие значения 
1,..., nx x  и

1,...,ymy  соответственно, называются независимыми, если 

     ,i j i jX x Y y P X x P Y yP      . 

В противном случае дискретные случайные величины называются зависимыми. 
Пример 1. Дважды бросается игральная кость. Случайная величина X – число 

появлений тройки, Y – число появлений грани с номером, кратным 3. Требуется: 
1) описать закон распределения случайного вектора (X,Y); 
2) описать закон распределения компонент X и Y;  
3) описать условный закон распределения X при условии, что Y = 1; 
4) установить, зависимы или независимы и X и Y; 
5) описать функцию распределения вектора (X,Y) . 
Решение: 
1) Закон распределения случайного вектора (X,Y) удобно задать табл. 3: 

 

Таблица 3 
 

X 
Y  P X i  

0 1 2 

0 
4

9
 

2

9
 

1

36
 

25

36
 

1 0 
2

9
 

1

18
 

10

36
 

2 0 0 
1

36
 

1

36
 

 YP j  
4

9
 

4

9
 

1

9
 1 

 

Нетрудно заметить, что 10 20 21 0p p p   . 

2) В данной задаче проще найти одномерные законы распределения компонент 
случайного вектора.  

Событию   , 0,1,2iX i  , соответствует вероятность того, что в двух опытах бу-

дет i успехов, вычисленная по формуле Бернулли, при этом
1 5

,
6 6

p q  . Итак,

 
0 2

0

2

1 5 25
0

6 6 36
P X C

   
     

   
,  

1 1

1

2

1 5 10
1

6 6 36
P X C

   
     

   
,  

2 0

2

2

1 5 1
2

6 6 36
P X C

   
     

   
. 
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Событию  , 0,1,2Y jj  , соответствует вероятность того, что в двух опытах 

будет j успехов, вычисленная по формуле Бернулли, при этом
1 2

,
3 3

p q  , то есть

 
0 2

0

2

1 2 4
0

3 3 9
P Y C

   
     

   
,  

1 1

1

2

1 2 4
1

3 3 9
P Y C

   
     

   
,  

2 0

2

2

1 2 1
2

3 3 9
P Y C

   
     

   
. 

Заполняем последнюю строку и последний столбец таблицы. Учитывая, что

00 10 20( 0)P y p p p   , получаем 
00

4
0 0

9
p   , т. е. 

00

4

9
p  . Далее,

20 21 22( 2)P y p p p   , т. е. 
22

1

36
p  . Нетрудно увидеть, что достаточно вычислить 

какую-нибудь вероятность ijp  из четырех оставшихся. Вычислим, например, 
11p . Оче-

видно, что общее число исходов в данном опыте равно 36N  . Событию  1, 1X Y   

благоприятствуют исходы: (3;1), (3;2), (3;4), (3;5), (1;3), (2;3), (4;3), (5;3), причем 

11

8 2

36 9
p   . Оставшиеся клетки заполняем следующим образом:

01

4 2 2

9 9 9
p    ; 

12

10 2 1

36 9 18
p    ;

02

1 1 1 1

9 36 18 36
p     . 

3) Условный закон распределения X, при условии, что Y = 1, задается табл. 4: 
 

Таблица 4 
 

1X Y   0 1 2 

 1X i YP    
1

2
 

1

2
 0 

 

4) Случайные величины X и Y зависимы, так как, например,

     21

1 4 1
2, 1 2 1

36 9 81
0X Y P X P Yp P          . 

5) Как уже отмечалось, значение функции распределения в каждой фиксиро-

ванной точке (x,y) равно вероятности попадания в область   X,Y : X ,Yx y  . 

Таким образом, значение функции распределения  ,F x y равно сумме вероятностей 

тех возможных значений вектора  ,i jx y , которые попадают внутрь указанной обла-

сти. Итак, функция распределения имеет вид:  

1) если 0x  или 0y  , то  , 0F x y  ; 

2) если 0x   и0 1y  , то 
 

4
,

9
F x y 

; 

3) если 0 1x   и1 2y  , то 
 

2
,

3
F x y 

; 

4) если 0 1x  и 2y  , то 
 

25
,

36
F x y 

; 
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5) если 1x   и1 2y  , то 
 

8
,

9
F x y 

; 

6) если 0 2x   и 2y  , то 
 

35
,

36
F x y 

; 

7) если 2x   и 2y  , то 
 , 1F x y  . 

 

Непрерывные двумерные случайные векторы 
 

Определение 4. Двумерный случайный вектор (X, Y) называется непрерывным, 

если функция распределения  ,F x y  непрерывна в 2R  и существует такая неотрица-

тельная интегрируемая по Риману в 2R  функция ( , )f x y , называемая плотностью рас-

пределения вероятностей случайного вектора (X,Y), что 

( , ) ( , )
yx

F x y ds f s t dt
 

   . 

Плотность распределения вероятностей обладает следующими свойствами: 

1. 
2( , ) 0,   ( , )f x y x y R
. 

2. 

1( , )ds f s t dt
 

 

 
. 

3. Если (x,y) – точка непрерывности плотности ( , )f x y , то 
2 ( , )

( , )
F x y

f x y
x y




 
. 

4. Если (X,Y) – непрерывный случайный вектор, то вероятность попадания слу-

чайной точки (X,Y) в область 2DR  определяется формулой 

  ( , )( , )
D

f x y dxdyP x y D  
 . 

5. Плотности распределения вероятностей компонент случайного вектора 
представляются в виде интегралов от совместной плотности: 

( ) ( , )Xf x f x y dy




  , ( ) ( , )Yf y f x y dx




  . 

Определение 5. Условной плотностью распределения компоненты X, при усло-
вии, что компонента Y приняла определенное значение y, называется функция 

 f x y  действительной переменной x, определенная для всех xR  следующей 

формулой: 

  ( , )

( )X

Y

f x y
f x y

f y
 . 

Аналогично:   ( , )

( )Y

X

f x y
f y x

f x
  для всех yR  и всех xR . 

Определение 6. Непрерывные случайные величины X и Y называются независи-
мыми, если совместная плотность распределения является произведением одномер-

ных плотностей, то есть ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y  для всех x и y. 
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Определение 7. Случайный вектор (X,Y) называется 

равномерно распределенным в области 2DR , если дву-
мерная плотность распределения имеет вид 

1
 , ( , )

( , )

0    , ( , )

D

x y D
Sf x y

x y D




 
 

, где DS  – площадь области D. 

Пример 2. Случайный вектор (X,Y) равномерно рас-
пределен в области D, ограниченной прямыми 1y x  , 

3y x   и 0y  . 

Найти: 1) двумерную плотность распределения; 2) од-
номерные плотности распределения; 3) определить, зависимы или нет случайные 
компоненты X и Y. 

Решение:  

1) Площадь области D (рис. 3) равна 
1

2 4 4
2

DS     . Двумерная плотность рас-

пределения имеет вид

1
 , ( , )

( , ) 4

0  , ( , )

x y D
f x y

x y D




 
 

. 

2) Найдем одномерные плотности распределения. По свойству 5 плотность 

распределения ( ) ( , )Xf x f x y dy




  . Если 1x   или 3x  , то ( ) 0Xf x  . Если 

1 1x   , то  
1

0

1 1
1

4 4
( )X

x

xf x dx


  . Если 1 3x  , то  
3

0

1 1
3

4 4
( )X

x

xf x dx


  . Ана-

логично, ( ) ( , )Yf y f x y dx




  . Если 0y   или 2y  , то ( ) 0Yf y  . Если 0 2y  , то 

   
3

1

1 1 1 1
3 1 4 2 (2 )

4 4 4 2
( )Y

y

y

y y y yf y dy




        . 

3) Нетрудно увидеть, что ( , ) ( ) ( )X Yf x y f x f y , то есть X и Y зависимы. 
 

Числовые характеристики случайных векторов 
 

Определение 8. Начальным моментом порядка k+s случайного вектора (X,Y) 
называется действительное число 

 

 

   
,

               ,если ,  - дискретный случайный вектор

,  ,если ,  - непрерывный случайный вектор

k s
i j ij

i j
k s

k s
k s

x x p X Y

M x y

x y f x y dxdy X Y

  

 








 

  

 



 

 

В частности,  1,0 M X  ,  0,1 M Y  . 

Определение 9. Числовой вектор       1,0 0,1; ;M X M Y   называется мате-

матическим ожиданием, или центром рассеивания случайного вектора (X,Y). 

http://e-koncept.ru/2016/


Ласковая Т. А., Пелевина И. Н., Попова Е. М. Методика изложения темы 
«Многомерные случайные величины» в курсе «Теория вероятностей» // 
Научно-методический электронный журнал «Концепт». – 2016. – № 12 (де-
кабрь). – 0,3 п. л. – URL: http://e-koncept.ru/2016/16273.htm. 

8 
 

Определение 10. Центральным моментом порядка k+s случайного вектора (X,Y) 
называется действительное число 

 

   

 

     

 

,

( ) (Y) , 

            

( ) (Y)

если ,  - дискретный случайный вектор 

,  ,

          если ,  - непрерывный  случайный вектор

k s

i i

k s

ij
i j

k s
k s

x M X y M

x M X y M

p

X Y

f x y dxdy

X Y

M x y  

 

  





  




 



 

 

Заметим, что 2,0 ( )D X  , 0,2 ( )D Y  . 

Определение 11. Центральный момент 1,1 называется ковариацией, или корре-

ляционным моментом, и обозначается  cov ,X Y  или
,X Yk . Итак,

      (X) ( ) (X) ( )cov , M X M Y M Y M X Y M M YX Y         . 

Ковариация – это число, которое характеризует степень зависимости между слу-
чайными величинами X и Y , а именно линейной зависимости. 

Определение 12. Ковариационной матрицей случайного вектора (X,Y) называ-

ется матрица 
 

 

( ) cov ,

cov , ( )

D X X Y

X Y D Y

 
 
 

 . 

Определение 13. Коэффициентом корреляции случайных величин X и Y назы-

вается действительное число 
 cov ,

XY
X Y

X Y
r

 
 . 

Свойства коэффициента корреляции: 

1) 
1XYr 

; 

2) 
1XYr 

, если и только если ,  0Y aX b a   ; 

1XYr   , если и только если ,  0Y aX b a   . 

Пример 3. Дважды бросается монета. Найти XYr , где X – число выпадений герба, 

а Y – число выпадений цифры. 
Решение: Нетрудно видеть, что 2Y X  . Следовательно, по свойству 2) коэф-

фициент корреляции 1XYr   . 

Найдем ковариационную матрицу и коэффициент корреляции для случайных ве-
личин X, Y из примеров 1 и 2. Продолжая пример 1, получим: 

 
25 10 1 12 1

0 1 2
36 36 36 36 3

M X          ; 

 
4 4 1 6 2

0 1 2
9 9 9 9 3

M Y          ; 

 
2

2 2 25 10 1 1 14 1 10 5
( ) ( ) 0 1 4

36 36 36 3 36 9 36 18
D M X M XX

 
             

 
 ; 

 
2

2 2 4 4 1 2 4
( ) ( ) 0 1 4

9 9 9 3 9
D M Y M YY

 
          

 
 ; 
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4 2 1 2 1 1 4

0 1 2 4
9 9 36 9 18 36 9

i j ij
i j

M X Y x x p
 

            
 

   ; 

   
4 2 2

(X) ( )
9 9 9

cov , M X Y M M YX Y       . 

Ковариационная матрица имеет вид: 
 

 

5 2

( ) cov , 18 9

cov , ( ) 2 4

9 9

D X X Y

X Y D Y

 
  

   
  
 
 

. 

Коэффициент корреляции: 
  2cov , 29

55 4
18 9

XY

X Y

X Y
r

 
   . 

Продолжая пример 2, получим: 

 
1 3

1 3 3 2 2 3

1 1 1 1

1 1 1 1 3
( ) ( 1) (3 )

4 4 4 3 2 4 2 3

1 2 10
1.

4 3 3

X

x x x x
x f x dx x x dx x x dxM X



  

   
               

   

 
   

 

  
 

Этот факт следует также из геометрических соображений. 

 
2

2 3
2

0 0

1 1 2 1 16 1 8 2
( ) (4 2 ) 2 8 .

4 4 3 4 3 4 3 3
Y

y
y f y dx y y dy yM Y





   
              

  
   

 
1 3

1 3 4 3 4
2 2 2 2 2 3

1 1 1 1

1 1 1 1
( ) ( ) ( 1) (3 ) 1 1

4 4 4 4 3 4 4

1 3 2
1 .

6 2 3

x x x
D M X M X x x dx x x dx xX

 

   
                 

   

   

 

 
2

2 3 4
2 2 2

0 0

1 4 1 4 2 4 8 4 2
( ) ( ) (4 2 ) 2 .

4 9 4 3 4 9 3 9 9

y y
D M Y M Y y y dyY

 
             

 
  

 

      

332 2 2

0 1 0 1

2
2 2 3

2 2 2

0 0 0

1 1
( , )

4 4 2

1 1 1 4 1 32 2
3 1 8 4 4 16 .

8 8 8 3 8 3 3

yy

D y y

x
M X Y xy f x y dxdy dy xy dx y dy

y
y y y dy y y dy y



 

 
       

 

   
             

  

   

 

 

   
2 2

(X) ( ) 0
3 3

cov , M X Y M M YX Y       . 

Коэффициент корреляции
 cov ,

0XY
X Y

X Y
r

 
  . 

Таким образом, X и Y зависимы, но не коррелированы. 
 

Методика, предложенная в статье, позволит достаточно быстро сформировать 
прочные навыки решения задач по теме «Многомерные случайные величины» и по-
может преподавателям и студентам при подготовке к практическим занятиям. 
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