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Методика применения признака Куммера 
при исследовании числовых рядов на сходимость 

 

Аннотация. Тема, связанная с исследованием числовых рядов на сходимость, 
сложна и важна в дальнейшем изучении курса математики. Вследствие этого необ-
ходимо, чтобы студенты умели хорошо, легко и быстро ориентироваться в вы-
боре признаков сходимости рядов. В данной статье на примере задач представ-
лена методика применения признака Куммера, из которого как первоисточника сле-
дуют известные достаточные признаки: и Даламбера, и Коши, и Раабе, и Бер-
трана, и Гаусса, и иные признаки исследования на сходимость числовых рядов с по-
ложительными членами. Материал статьи рассчитан на студентов технических 
специальностей и будет полезен всем тем, кто интересуется теорией рядов. 
Статья представляет собой рекомендации в виде задач и примеров для подго-
товки к экзаменам, практическим занятиям, контрольным и рубежным работам и 
выполнения домашних заданий. Материал работы может быть использован пре-
подавателями, ведущими практические и теоретические занятия. Статья напи-
сана на основе многолетнего опыта преподавания и по существу является планом 
для проведения практических занятий по указанной теме. Автор предполагает, 
что читатель владеет навыками вычисления пределов, основными понятиями 
теории бесконечно малых и больших величин, их сравнения. 
Ключевые слова: числовой ряд, остаточный член ряда, сумма ряда, общая схема 
исследования рядов, признак Куммера, необходимый и достаточные признаки схо-
димости, методика исследования на сходимость числовых рядов с положитель-
ными членами. 
Раздел: (01) отдельные вопросы сферы образования. 
 

Для начала отметим, что для преодоления трудностей, связанных с интегриро-
ванием, Ньютон и Лейбниц выражали подынтегральную функцию в виде многочлена 
с бесконечным числом членов. Применяя к таким выражениям обычные правила ал-
гебры, математики XVIII в. сделали множество замечательных открытий. Однако об-
наружилось, что если безоговорочно применять эти правила к бесконечным суммам, 
то можно прийти к ошибкам. Стало необходимым точно сформулировать основные 
понятия и строго доказать свойства бесконечных рядов.  

Напомним основные определения, формулировки, свойства и понятия теории 
положительных числовых рядов [1, 2]. 

Определение 1. Выражение 





1

321 .............
n

nn aaaaa   (1) 

называется числовым рядом. Это сумма чисел, занумерованная в определенном по-

рядке,
na  называется членом ряда. Сумма первых n  слагаемых называется частичной 

суммой ряда; nn Saaaa  .......321 . 
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Определение 2. Если существует SSn
n




lim , то ряд называется сходящимся, а 

S  – суммой ряда. Если этот предел не существует или равен  , то ряд называется 

расходящимся. 

Определение 3. Ряд 




 
1

321 ............
kn

nmkkkk aaaaa   (2) 

называется остатком ряда (или на жаргоне «хвостом») ряда. 

Если все члены ряда 0na , то ряд называется знакоположительным. Если все 

члены ряда 0na , то ряд называется строго положительным.  

Для положительного ряда очевидно, что
nnnn SaSS   11
, т. е. последователь-

ность частичных сумм оказывается возрастающей. Вспоминая теорему о пределе мо-
нотонной последовательности, приходим к следующему основному в теории положи-
тельных рядов утверждению. 

Положительный ряд (1) всегда имеет сумму. Эта сумма может быть конечной, и, 
следовательно, ряд называется сходящимся, и бесконечной, и тогда ряд расходя-
щийся. Все признаки исследования рядов с положительными членами на сходимость 
и расходимость основаны на этой теореме. 

Теорема 1. Если сходится ряд (1), то сходится и любой из остатков ряда (2), об-
ратно, из сходимости остатка ряда (2) вытекает сходимость ряда (1). 

Иными словами, отбрасывание конечного числа начальных членов ряда или при-
соединение в начале его нескольких новых членов не отражается на поведении ряда 
в смысле его сходимости или расходимости.  

Теорема 2. Если ряд сходится, то сумма его остатка после m -го члена с возрас-

танием m  стремится к 0. 

Теорема 3. Если члены сходящегося ряда (1) умножить на один и тот же множи-
тель, то его сходимость не нарушается, а сумма лишь умножается на этот множитель. 

Теорема 4. Два сходящихся ряда можно почленно складывать (или вычитать), 

так что ряд      ...........2211 nn bababa   также сходится, и его сумма равна BA , 

где A  и B  – сумма складываемых рядов [3]. 

Сходящиеся ряды широко используются в математике. При этом   0lim 


n
n

SS . 

На практике важно уметь отличать сходящиеся ряды от расходящихся рядов. При ис-
следовании сходимости числового ряда обычно не пытаются составлять частичные 

суммы и искать n
n

S


lim . Это слишком сложно. Существует ряд признаков, позволяющих 

по свойствам общего члена ряда 
na  судить о сходимости или расходимости ряда. Для 

этого используют необходимый признак и достаточные признаки. 
Качество признака сходимости определяется его применимостью, практично-

стью и чувствительностью. Как выбрать признак сходимости? Для этого необходимо 
проверить сначала необходимый признак. Затем переходить к использованию доста-
точных признаков; для этого проверить, применим ли он, удобен ли для применения, 
нет ли способа проще [4]. 

Необходимый признак: если ряд сходится, то его n -й член стремится к 0 при 

неограниченном возрастании n . 

При нарушении этого признака ряд заведомо расходится. И именно в этом слу-
чае ответ готов: ряд расходится. Однако важно подчеркнуть, что это условие не явля-
ется само по себе достаточным для сходимости ряда. Иными словами, даже при его 
выполнении ряд может расходиться. 
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Начинать исследование ряда на сходимость удобно с необходимого признака. 

Схема исследования такая: 


0lim n
n

a  ряд расходится; 


0lim n
n

a пока ничего о 

сходимости сказать нельзя. Значит, для этого случая следует использовать достаточ-
ные признаки. 

Пример 1. Исследуем на сходимость ряд 


 



1 57

13

n n

n
. 

Начнем исследование ряда с помощью необходимого признака 

0
7

3

5
7

1
3

lim
57

13
lim 




























n
n

n
n

n

n

nn
. Ответ: по необходимому признаку ряд расходится. Вы-

вод из этого примера очень важный: исследование любого ряда полезно начинать с 

исследования с помощью необходимого признака, потому что в случае 0lim 


n
n

a  ответ 

готов сразу: ряд расходится. 

Пример 2. Исследуем ряд на сходимость 


1

1

n n
. 

Этот ряд называется гармоническим. Используем необходимый признак 

0
1

lim 
 nn

. Но при этом этот ряд расходится. Покажем это. Гармонический ряд имеет 

вид: .......
1

.......
5

1

4

1

3

1

2

1
1

1

1




 nnn

 

Сгруппируем слагаемые в группы из 1, 2 ,4, 8,… членов: 
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 , так, что в k -й группе будет 12 k  чле-

нов. Если в каждой группе заменим все члены последними членами группы, то полу-

чим ряд: .....
2

1

2

1
1....8

16

1
4

8

1
2

4

1

2

1
1  , сумма первых n  членов которого 

равна  







 1

2

1
1 n , стремится, очевидно, к   . Взяв достаточно большое число чле-

нов гармонического ряда, мы можем получить какое угодно число n  групп, и сумма 

этих членов будет еще больше, чем  







 1

2

1
1 n , и отсюда видно, что для гармониче-

ского ряда nS . 

Пример 3. Исследуем ряд на сходимость 
 



 1 1

1

n nn
. 

Используем необходимый признак 
 

0
1

1

1
lim

1

1
lim

2














 

n
n

nn nn
. Он ответа не 

дает. Тогда представим общий член ряда в виде суммы 
  1

11

1

1




 nnnn
. 
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1 . Отсюда получаем 

1
1

1
1limlim 












 n
S

n
n

n
. Ряд сходится, его сумма стремится к 1 [5]. 

Признак Куммера. В статье рассмотрена предложенная в 1837 г. Куммером об-
щая схема исследования сходимости рядов с положительными членами. Она была 
сформулирована им в виде одного общего признака сходимости, из которого как част-
ные случаи получаются достаточные признаки Даламбера, Раабе, Бертрана, Гаусса 
и другие. Эта схема позволяет также установить для определенного класса рядов 
оценку их остаточных членов. Впоследствии Куммер нашел преобразование рядов, 
позволяющее улучшить также их сходимость. 

При исследовании числовых рядов на сходимость полезно подчеркнуть, что изу-
чение ряда следует начинать с применения необходимого признака. И если ответ не 
получен, тогда продолжить исследование, используя выбранный достаточный при-
знак. Именно из предложенного Куммером признака, который редко встречается в ли-
тературе, следуют известные достаточные признаки.  

Суть признака Куммера состоит в следующем. Пусть дан положительный ряд 

..............321

1






n

n

n aaaaa , 
na > 0. 

Пусть  
1nnc  – последовательность положительных чисел 

nc > 0. 

Составим последовательность 
1

1





 n

n

n
nn c

a

a
ck . 

Тогда:  

а) если  > 0,  NN   : n >  N  nk  


1n

na  сходится; 

б) если 


1

1

n nc
 и nN  : >    0, nkN   



1n

na  расходится. 

В предельной форме схема Куммера выглядит так: если существует kkn
n




lim , то 

а) k >0  ряд 


1n

na  сходится; 

б) 


1

1

n nc
 и k <0 ряд 



1n

na  расходится [6, 7]. 

Покажем теперь, как с помощью признака Куммера можно получить основные 
важные признаки сходимости как частные случаи этого признака [8]. 

Признак Даламбера. Пусть, например, 1nc , условие, при котором ряд 


1

1

n nc
 

расходится, соблюдено. Имеем 1
1

1
1


 nn

n
n

la

a
k . 
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Если последовательность 
nl  стремится к пределу l , то 

nk  стремится к пределу 

1
1


l
k  ( ,k  если ;0l  ,1k  если l ). При l  > 1, очевидно, k  < 0, и по схеме 

Куммера ряд расходится; если же l < 1, то k > 0 b и ряд сходится. Таким образом, 

мы получаем признак Даламбера. Если для положительного ряда существует предел 




n

n

n a

a 1lim , при  < 1 ряд сходится, при  > 1 ряд расходится (т. е. не выполняется 

необходимый признак). В случае 1  признак Даламбера ответа о сходимости ряда 

не дает и надо использовать другие признаки. 
Доказательство признака основано на сравнении ряда с геометрической про-

грессией. Ряд, члены которого составляют геометрическую прогрессию, при знамена-

теле q > 1 быстро расходится, а при q < 1 быстро сходится. Поэтому признак Далам-

бера, хотя и удобный при использовании, недостаточно «чувствительный». Он дей-
ствует, когда ряд быстро сходится или быстро расходится. Например, его удобно ис-
пользовать, когда общий член ряда содержит показательную функцию, или представ-
ляет собой произведение n  сомножителей, или содержит факториалы [9].  

Пример 4. Исследуем на сходимость ряд 


1

2

3n
n

n
. 

Проверим необходимый признак 0
3

lim
2


 nn

n
, так как показательная функция с ос-

нованием больше 1 возрастает быстрее любой степенной, что можно проверить, ис-
пользуя правило Бернулли – Лопиталя. Необходимый признак ответа не дает. Найдем 
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n
< 1, ряд сходится по признаку Даламбера. 

Пример 5. Исследуем на сходимость ряд 
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Здесь использовать необходимый признак непросто. Начнем исследование с до-

статочного признака. Подставив вместо n  1n , получаем   12112  nn ,

  23113  nn , составим предварительно 
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n
< 1. 

Ряд сходится по признаку Даламбера [10]. 

Пример 6. Исследуем на сходимость ряд 
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Таким образом, при a  > e  ряд расходится, а при a  < e  ряд сходится по признаку 

Даламбера [11]. 

Пример 7. Исследуем на сходимость ряд 
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Находим их частное:
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Исходный ряд сходится по признаку Даламбера [12]. 

Признак Раабе. Пусть ncn  , и отметим, что ряд 


1

1

n n
 расходится как гармони-

ческий. Выражение 
nk  получит вид:   11
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n Rn
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a
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Если последовательность 
nR  стремится к пределу l , то 

nk  стремится к пределу 

1 Rk  ( ,k  если R ). При R  > 1 имеем k > 0, и по признаку Куммера ряд схо-

дится. Если же R < 1, то k < 0 и ряд расходится. Мы вновь получили признак Раабе [13].  

Пусть для положительного ряда .........321
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. Тогда при l > 1 ряд сходится, при l < 1 расходится. При l = 1 

вопрос о сходимости ряда остается открытым. 

Пример 8. Исследуем на сходимость ряд 
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Сначала попробуем воспользоваться признаком Даламбера: 
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Признак ответа о сходимости ряда не дает. Обратимся к признаку Раабе: 
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>1. Исходный ряд сходится по признаку Раабе [14]. 
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Признак Бертрана. Для получения этого признака возьмем nncn ln , такой вы-

бор допустим, ибо ряд 
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 lim , то при   > 1 сходится, а при  < 1 ряд расходится. 

Действительно, так как 1ln
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, последовательность Куммера 

стремится к пределу 1 k  (  ,k ) [15]. 

Данную последовательность положительных чисел, все более и более точных 
(«чувствительных», но и все более сложных), возможно продолжать до бесконечно-

сти. Допустим, например, nncn lnln  и т. д., или придумаем пример еще более слож-

ной последовательности 
nc , но ни один из перечисленных случаев не дает ответа на 

вопрос о том, что будет с рядом, если 1k . Ответ на этот вопрос дает признак Гаусса. 

 
Признак Гаусса. Предположим, что дан положительный ряд 
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, где   и   – положительные постоянные, а Lт  . Тогда ряд схо-

дится, если  > 1, и расходится, если   < 1, если же 1 , то при  > 1 ряд сходится, 

а при  <1 ряд расходится. Случаи   > 1 ( < 1) приводят к признаку Даламбера, ибо 
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исчерпываются признаком Раабе. Наконец, если 1 , то имеем 
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ничена, то 0lim 
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  и по признаку Бертрана ряд расходится [16]. 
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Пример 9. Исследуем на сходимость гипергеометрический ряд Гаусса
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n  ограничена. Применяя признак Гаусса, видим, что 

ряд  1,,, F  сходится при    > 0 и расходится при 0   [17]. 

Пример 10. Исследуем ряд на сходимость 
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,1   > 1. Отсюда ряд сходится по признаку Гаусса. 

Пример 11. Исследуем на сходимость ряд 
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Обращаемся к признаку Гаусса: 
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Ряд расходится по признаку Гаусса. 

Пример 12. Исследуем на сходимость ряд 
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n  ограниченная. Ряд сходится при p > 2 и расходится при 2p  [18]. 
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