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Для профессионального образования специалистов, 
способных осуществлять научно-исследовательскую де-
ятельность, важной задачей является адаптация про-
грамм высшего профессионального образования к со-
временному состоянию науки. В исследованиях многих 
технологических процессов и явлений естественной 
природы часто используются методы математического 
моделирования. Одной из разновидностей физических 
процессов являются течения жидких или газообразных 
сред. При этом в прикладных исследованиях часто 
встречаются течения неоднородных сред, а в классиче-
ском курсе «Механики жидкости и газа» отсутствует ме-
тодология моделирования динамики неоднородных 
«сложных» сред. Для специалистов по математиче-
скому моделированию необходимо помимо классиче-
ских методов гидродинамики владеть методами мате-
матического моделирования динамики неоднородных 
сред. Целью данной работы является разработка мето-
дики преподавания раздела гидродинамики, касающе-
гося течений неоднородных сред. Раздел курса «Гидро-
динамика» построен с позиции разработки математиче-
ских моделей и методов их аналитического решения. 
Учащимся специальности «Прикладная математика» 
демонстрируются основные подходы к разработке ма-
тематических моделей «сложных» течений, а также на 
простых примерах показаны точные решения систем 
уравнений. В рамках включения в курс «Гидродина-
мики» элементов динамики неоднородных сред де-
монстрируются различные концепции разработки мо-
делей динамики неоднородных сред. Модели пред-
ставлены в виде систем уравнений в частных производ-
ных, включающих в себя уравнения сохранения массы, 
импульса и энергии. С учетом специфики специальности 
«Прикладная математика» в данной работе рассматри-
вается совместное применение методов теории уравне-
ний в частных производных и теории обыкновенных 
дифференциальных уравнений. Для специалистов по 
прикладной математике важно понимание основных 
методологий моделирования течений неоднородных 
сред. Методики отличаются различными подходами, 
что имеет значение для моделирования различных ти-
пов неоднородных сред, в зависимости от состава неод-
нородной среды и различных объемных содержаний 
компонент в общем объеме смеси. В работе представ-
лены различные типы математических моделей на при-
мере течений, допускающих простые аналитические ре-
шения. Изложенный в работе материал может быть по-
лезен при составлении курса «Гидродинамика» специ-
альности «Прикладная математика», в котором присут-
ствовали бы элементы теории динамики неоднородных 
сред. Наличие такого раздела могло бы дать общее 
представление о математических моделях многофаз-
ных и многокомпонентных сред, также имеет значение 
и понимание методов упрощения моделей и интегри-
рования систем дифференциальных уравнений. 

For the professional education of specialists who are able to 
carry out scientific and research activities, an important task 
is to adapt the programs of higher professional education to 
the modern condition of science. Methods of mathematical 
modeling are often used in studies of many technological 
processes and natural phenomena. One of the varieties of 
physical processes is the flow of liquid or gaseous media. At 
the same time, there are often flows of inhomogeneous me-
dia in applied research, and there is no methodology for 
modeling the dynamics of inhomogeneous "complex" me-
dia in the classical course "Fluid and gas mechanics". For 
specialists in mathematical modeling, it is necessary to know 
the methods of mathematical modeling of the inhomogene-
ous media dynamics in addition to the classical methods of 
hydrodynamics. The purpose of this work is to develop a 
methodology for teaching the section of hydrodynamics re-
lated to the flows of inhomogeneous media. The section of 
the course "Hydrodynamics" is designed from the stand-
point of the development of mathematical models and 
methods for their analytical solution. Students of the spe-
cialty "Applied Mathematics" are shown the main ap-
proaches to the development of mathematical models of 
"complex" flows, as well as the exact solutions of systems of 
equations are shown using simple examples. As part of the 
inclusion of inhomogeneous media dynamics elements in 
the course of "hydrodynamics", various concepts of devel-
oping models of inhomogeneous media dynamics are 
demonstrated. The models are presented in the form of sys-
tems of partial differential equations, including the equa-
tions of conservation of mass, momentum and energy. Tak-
ing into account the specifics of the specialty "Applied Math-
ematics", this work considers the use of methods of both the 
theory of partial differential equations and the theory of or-
dinary differential equations. For specialists in applied math-
ematics, it is important to understand the basic methodolo-
gies for modeling flows of inhomogeneous media. The tech-
niques differ in approaches, which is important for modeling 
various types of inhomogeneous media, depending on the 
composition of the inhomogeneous medium and different 
volumetric contents of the components in the total volume 
of the mixture. The paper presents various types of mathe-
matical models on the example of flows that allow simple 
analytical solutions. The material presented in the work can 
be useful in compiling the course "Hydrodynamics" for the 
specialty "Applied Mathematics", which would include ele-
ments of the theory of inhomogeneous media dynamics. 
Such a section could give a general idea of the mathematical 
models of multiphase and multicomponent media, and the 
understanding of methods for simplifying models and inte-
grating systems of differential equations is also important.   
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Введение / Introduction 
 

Одной из важнейших проблем профессионального образования является инте-
грирование достижений современной науки в процесс обучения. Это связано прежде 
всего с тем, что на данном этапе развития научных дисциплин все большее значение 
приобретают междисциплинарные исследования. Следовательно, научная деятель-
ность требует от специалиста одновременного знания и применения на практике вы-
числительной математики, дифференциальных уравнений, математической фи-
зики, теории функций комплексного переменного, механики сплошных сред, термо-
динамики и т. д. По этой причине необходима разработка учебных курсов, совмеща-
ющих в себе элементы сразу нескольких учебных дисциплин и методологию совре-
менного этапа развития данной научной дисциплины. 

 

Обзор литературы / Literature review 
 

Основу математического аппарата современной механики жидкостей и газов со-
ставляют дифференциальные уравнения в частных производных – уравнения мате-
матической физики. В изучении уравнений математической физики важно знание 
как математического анализа, так теории обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Для технических вузов по сей день актуален учебник высшей математики 
Н. С. Пискунова [1], дающий приемлемые для технического специалиста знания в об-
ласти дифференциального и интегрального исчислений, обыкновенных дифферен-
циальных уравнений. В учебнике А. И. Егорова предполагается помимо изучения 
теории дифференциальных уравнений знакомство с областью применения этого раз-
дела высшей математики [2]. В учебнике А. Н. Тихонова, А. А. Самарского [3] по-
дробно изложена классическая теория математической физики, также даются теоре-
тические основы разделов физики сплошных сред: гидродинамики, акустики, тепло-
физики и электродинамики. Подробно курс динамики однородных жидкостей и га-
зов представлен в монографии Л. Г. Лойцянского [4], имевшей множество изданий, 
однако монография не затрагивает некоторых современных разделов механики жид-
кости и газа. В учебном пособии М. А. Лаврентьева, Б. В. Шабата [5] описаны методы 
математического моделирования динамики жидкостей, основанные на теории функ-
ций комплексного переменного и применяемые исключительно к линейным моде-
лям, в то время как многие течения сплошных сред описываются моделями, имею-
щими нелинейный характер. Особенностью механики жидкости и газа является то, 
что по ряду причин математические модели течений жидкостей и газов не допускают 
классических точных решений, следовательно, помимо общей теории и аналитиче-
ских методов решения уравнений требуется обучать учащихся численным методам 
решения уравнений в частных производных. В учебном пособии К. В. Брушлинского 
[6] рассматриваются численные методы решений уравнений динамики жидкостей, 
газов и плазмы. В учебном пособии А. Б. Мазо [7] даются как аналитические, так и 
численные методы решения уравнений математических моделей гидродинамики, 
рассматриваются сеточные алгоритмы построения численных решений. В учебнике 
А. Фельдмайера [8] представлен курс динамики сплошных сред – газов и жидкостей, 
учитывающий современное состояние механики жидкости и газа. Классическая меха-
ника жидкости и газа предполагает однородность исследуемых сред, хотя многие 
промышленные технологии и явления естественной природы связаны с динамикой 



Д. А. Тукмаков 

4 
 

сред неоднородных по своему составу. В связи с этим важной задачей как фундамен-
тальных исследований, так и технических приложений является моделирование ди-
намики неоднородных сред. Таким образом, необходимо обучение методам не только 
классической гидродинамики, но и динамики неоднородных сред. В монографии 
Р. И. Нигматулина [9] излагаются основы теории механики многофазных сред. В 
учебном пособии Ю. С. Ходакова, Ю. П. Юдкина [10] представлены результаты иссле-
дований динамики неоднородных (дисперсных) сред применительно к процессам хи-
мических технологий, что имеет значение для специалистов химической промыш-
ленности. В учебном пособии Д. А. Губайдуллина [11] изложен курс динамики неод-
нородных – парокапельных сред, применительно к линеаризованным математиче-
ским моделям, основной целью работы является изложение теоретических методов 
исследования акустических явлений в неоднородных средах. Учебное пособие 
А. Л. Тукмакова, В. Г. Тонконога [12] представляет курс механики многофазных сред 
с фазовыми переходами, рассмотрены технические приложения, что может быть 
важно для обучения специалистов гидравлике, энергетике, ракетостроению. В моно-
графии А. Г. Кутушева [13] численно исследуются ударно-волновые процессы в газо-
взвесях и газокапельных и порошковых средах, представлены полезные как студен-
там, так и аспирантам математические модели неоднородных сред с различными фи-
зико-механическими свойствами. Методики преподавания механики жидкости и газа 
разрабатываются как отечественными, так и зарубежными исследователями. В работе 
А. Самсудина и соавторов [14] рассматривается обучение студентов основам гидроди-
намики, предложена структура курса «Гидродинамика», в которой сочетается обуче-
ние теоретическим основам с проведением физических экспериментов. В статье 
Ф. Чжао [15] обсуждается улучшение методик преподавания дисциплины «Вычисли-
тельная гидродинамика» студентам и аспирантам инженерных специальностей. Ра-
бота K. Йетилмезсоя [16] рассматривает совместное преподавание эксперименталь-
ных методов гидродинамики и методов математического и компьютерного модели-
рования течений различных сред. Публикация К. Стерн и соавторов [17] посвящена 
методикам усовершенствования преподавания гидродинамики в рамках инженер-
ного образования через наглядную демонстрацию физических опытов. В исследова-
нии C. Зендехбуди и соавторов [18] обсуждаются проблемы преподавания методов 
математического моделирования специалистам технических специальностей, связан-
ных с химической промышленность., нефтегазовой и энергетическими отраслями, 
предполагается объединение методов математического моделирования и теоретиче-
ских основ физико-химических процессов при обучении разработке математических 
моделей сложных технических процессов. В статье. И. Д. Краснокутского, А. Б. Вага-
нова [19] излагаются методические основы преподавания механики жидкости и газа 
на основе физического и математического моделирования стационарного процесса 
движения жидкости в трубопроводах, в простейших гидравлических сопротивлениях 
и в свободных потоках. В работе А. К. Любимова [20] обсуждаются вопросы подго-
товки специалистов-механиков как специалистов в фундаментальной науке, анали-
зируются различные вопросы методологии преподавания по дисциплине «Меха-
ника». В статье Г. В. Куповых и соавторов [21] выделяются проблемы, затрудняющие 
изучение гидромеханики студентами. Описывается методика нового подхода к от-
бору и структурированию учебного содержания на основе гидромеханических моде-
лей в дополнении к традиционной методике обучения. В работе Р. А. Алмаева [22] 



Научно-методический электронный журнал «Концепт» 

5 
 

высказывается необходимость самостоятельной работы студентов технических дис-
циплин, связанных с гидравликой. В статье [23] представлена структура курса по ма-
тематическому моделированию гидродинамических явлений и процессов, учитыва-
ющая инженерную направленность обучающихся специалистов, высказывается 
предложение объединить в рамках одного курса теоретические основы гидромеха-
ники и методы математического моделирования. В статье А. С. Кайгородовой, 
Н. В. Толстовой, И. Н. Семеновой [24] приведены примеры заданий при пошаговом 
решении системы уравнений, способствующие формированию умения сравнивать 
по заданным критериям для формулировки вывода о выборе наиболее простого ре-
шения познавательной задачи. В статье В. К. Жарова, Р. М. Тургунбаева [25] обсужда-
ются различные гуманитарные аспекты преподавания высшей математики, прежде 
всего преемственность между обучением математике в высшей и средней школе. В 
публикации С. В. Костина [26] описаны некоторые подходы к определению важного 
для математического анализа понятия первообразной. Предлагается определение 
этого понятия, которое обладает заметными преимуществами по сравнению с дру-
гими определениями. Отмечается необходимость более подробного обсуждения 
смысла и содержания понятия «первообразная». В работе В. Г. Гилева [27] рассматри-
ваются вопросы преподавания метода обобщения при исследовании функций. Выяв-
ляются методические и математические основы метода обобщения. Приводятся при-
чины, по которым желательно внедрение метода обобщения в систему математиче-
ского образования. В статье М. Е. Степанова [28] обсуждаются вопросы методики пре-
подавания высшей математики. Автор описывает проблемы преподавания матема-
тики специалистам по информационным технологиям. В статье В. Ю. Бодрякова, 
А. А. Быкова, Д. А. Ударцевой [29] описывается важность навыков построения опти-
мизируемых моделей реальных явлений и процессов для формирования специалиста 
по прикладной математике. В ходе исследований, описанных в статье, обнаружено, 
что экстремальные свойства квадратичной функции не только позволяют эффек-
тивно и неформально решать достаточно сложные оптимизационные задачи, но и 
заметно повышают уровень мотивации обучающихся к изучению математики. В ста-
тье С. В. Мечик [30] рассматривается методика преподавания высшей математики ин-
женерам-технологам нефтехимической промышленности. Высказывается мнение, 
что процесс обучения математике должен определяться спецификой данной отрасли 
и заключается в формировании готовности к использованию математического аппа-
рата для проведения анализа и оценки элементов химико-технологического про-
цесса. Также предполагается включение в курс предмета «Высшая математика» задач, 
связанных с процессами гидравлики трубопроводных систем. В работе И. С. Астахо-
вой [31] проводится сопоставление различных методик преподавания предмета «Ли-
нейная алгебра и аналитическая геометрия» для учащихся инженерных специально-
стей. В работе [32] представлена математическая модель динамики запыленной 
среды, имеющая одномерную геометрию течения, описанная в работе математиче-
ская модель может быть полезной в плане ознакомления с упрощениями, применяе-
мыми в гидромеханике для разработки моделей. В работе [33] на примере математи-
ческой модели, разработанной в публикации П. С. Федотова, М. А. Статкуса, Г. И. Ци-
зина [34], демонстрируется методика приведения уравнений в частных производных 
к каноническому виду. В работе [35] представлена модель динамики электрически за-
ряженной двухкомпонентной смеси, которая может быть наглядным примером при 
изложении методов вычислительной математики в курсе «Физика пылевой плазмы». 
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На данный момент в разработке методик преподавания сплошных сред (жидкостей и 
газов) основным является составление курса таким образом, чтобы общие теоретиче-
ские основы дополнялись методами решения уравнений. При этом сама структура 
курса изменяется в зависимости от того, представители каких специальностей изу-
чают теорию гидродинамики.  

Обучение математическому моделированию гидродинамических процессов 
включает в себя обучение как физическим основам гидродинамики, так и методам 
решения уравнений математических моделей, при этом в одних учебниках делается 
упор на аналитические методы решения, а в других – на численные. Одновременно с 
этим в учебной литературе, посвященной различным математическим дисципли-
нам – обыкновенным дифференциальным уравнениям, уравнениям математической 
физики, также даются примеры практических приложений изложенных разделов ма-
тематики, что приводит к необходимости привлечения теоретических основ из раз-
личных естественно-научных дисциплин. Также в некоторых исследованиях отмеча-
ется необходимость включения в учебные курсы современных разделов гидродина-
мики как развивающейся науки. Исходя из изложенного, можно предположить, что в 
курсе лекций «Гидродинамика» для специалистов по прикладной математике необ-
ходимо наличие такого раздела современной механики жидкости и газа, как «Дина-
мика многокомпонентных и многофазных сред», изложение которого должно быть 
адаптировано к специфике данной специальности. Иными словами, данный раздел 
помимо общей теории должен обучать и методам построения математических моде-
лей динамики неоднородных сред.  

  
Методологическая база исследования / Methodological base of the research 

 

В институте математики и механики Казанского (Приволжского) федерального 
университета уже многие годы преподаются дисциплины «Механика многофазных 
сред» и «Теория многофазных сред». В курсе лекций «Гидродинамика», читаемом в 
Казанском национальном исследовательском техническом университете для специа-
листов по инженерным специальностям, связанным с энергетикой, транспортными 
системами, авиа- и ракетостроением, даются отдельные элементы механики много-
фазных и многокомпонентных сред. При этом специалистов по прикладной матема-
тике, по причине ограниченности часов на изучение механики сплошных сред, 
можно ознакомить лишь с самыми ключевыми положениями теории механики жид-
кости и газа в целом. Поэтому при включении в курс «Гидродинамики» элементов 
динамики неоднородных сред необходимо ознакомить учащихся с самыми важными 
аспектами этой дисциплины. Главной целью раздела «Динамика многокомпонент-
ных и многофазных сред» в рамках специальности «Прикладная математика» явля-
ется обучение разработке математических моделей и методов решения систем урав-
нений полученных математических моделей. Необходимо продемонстрировать, на 
примере ряда простых моделей динамики неоднородных сред, взаимодействие мето-
дов математической физики и теории обыкновенных дифференциальных уравне-
ний при составлении математических моделей физических процессов. В общем курсе 
«Гидродинамики» для изучения теории динамики неоднородных сред возможно вы-
делить четыре часа на лекционные занятия, посвященные общей теории, и шесть ча-
сов на лабораторно-практические занятия. 
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Результаты исследования / Research results 
 

Преподавание раздела «Динамика многокомпонентных и многофазных сред» в 
курсе «Гидродинамика» для специалистов по прикладной математике преследует 
следующие цели: 

1) обеспечение понимания будущими специалистами по прикладной матема-
тике основ динамики неоднородных сред;  

2) выработка у студентов практических навыков разработки математических мо-
делей динамики неоднородных сред; 

3) формирование навыков получения аналитических решений математических 
моделей процессов, протекающих в естественной природе.  

При преподавании динамики многофазных и многокомпонентных сред, 
прежде всего, необходимо опираться на уже усвоенный учащимися материал дисци-
плины «Механика жидкости и газа». Также необходимо объяснить, что различные 
типы математических моделей неоднородных сред имеют свою специфику примене-
ния – в зависимости от физических и механических свойств компонент смеси и соот-
ношений объемных содержаний компонент. В то же время для многокомпонентных, 
но однородных сред применяются модели, которые не являются эффективными для 
многофазных сред – смесей, в которых компоненты имеют различное агрегатное со-
стояние. В процессе преподавания раздела «Динамика многокомпонентных и много-
фазных» сред прежде всего нужно описать структуру математической модели. Осно-
вой моделирования течений неоднородных сред, так же как в классической гидроди-
намике, является решение системы уравнений динамики сплошной среды, состоя-
щей из уравнений непрерывности массы, импульса и энергии. Отличие этого раздела 
гидродинамики заключается во введении коэффициентов и функций, которые опи-
сывают неоднородность сред. Также необходимо понимание учащимися того, что 
при описании многофазных сред основной задачей становится описание взаимодей-
ствия между компонентами, которое может быть односторонним либо двухсторон-
ним, в зависимости от соотношений масс компонент смеси. Для моделирования тече-
ний смесей существует несколько подходов, один из которых – это диффузионный 
подход, в котором все уравнения гидродинамики, кроме уравнений непрерывности 
массы компонент смеси, решаются для всей смеси в целом [36], уравнение динамики 
одномерного течения вязкой смеси имело бы следующий вид:  
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 ρ,λ,μ, V=(V1,V2,V3), T – плотность, вязкость, теплопроводность, вектор скорости, 
температура смеси. Индексы «i» относятся к параметрам компонент смеси. 
Уравнения математической модели дополняются граничными и начальными 
условиями, записываемыми для плотностей компонент смеси отдельно: 

   0 0
0 0

i i i
,X ,T , T , V V X    1 10 1 10

0 0
i i i i

ρ , ρ ,ρ , ρ X X ,  

где  1 2 3

i i i

i
x ,x ,xX  – граница физической области, в которой описывается течение. 

Такой подход применяется, если не предполагается учитывать обмен импульсом 
и теплом между компонентами. Также часто применяется методика моделирования, 
в которой уравнения механики сплошной среды интегрируются для чистого газа, при 
этом динамика дисперсных включений описывается через сумму сил, приложенных 
к частицам со стороны несущей среды [37] (5)–(8): 
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Движение несущей компоненты смеси описывается одномерной 
нестационарной системой уравнений динамики сплошной среды – (5)–(7). Здесь V1 –
скорость дисперсной компоненты, ρ1- плотность дисперсной компоненты, F- вектор 
силы, действующей на дисперсную компоненту со стороны несущей среды (8). 
Данный подход не предполагает учета взаимообратного межкомпонентного 
взаимодействия в среде, которое не является существенным при малых объёмных 
содержаниях дисперсных включений. Континуальный подход [38-40] предполагает, 
что для каждой из компонент смеси записывается полная гидродинамическая 
система уравнений. Системы уравнений связаны слагаемыми отвечающими за 
межкомпонентное взаимодействие – обмен импульсом и теплообмен (9)–(14): 
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 2 20ρ αρ .                                                           (15) 
Индексы «1» и «2» относятся к параметрам компонент смеси. Движение несущей 

компоненты смеси описывается одномерной нестационарной системой уравнений 
динамики сплошной среды (9)–(11). Динамика дисперсной компоненты смеси описы-
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вается системой уравнений, включающей уравнение сохранения «средней плотно-
сти» – ρ2, произведения физической плотности материала частиц ρ20 (постоянной ве-
личины) и объемного содержания дисперсной фазы– α (15), изменяющегося на раз-
личных участках физической области вместе с движением дисперсных включений; 
уравнениями сохранения импульса (13) и энергии (14), записанными с учетом тепло-

обмена и обмена импульсом с несущей компонентой. Функции  1 2F , V V  и 

 1 2
Q T ,T  описывают межкомпонентный обмен импульсом и межкомпонентный 

теплообмен. Математическая модель (9)–(15) описывает течения неоднородных сред, 
в которых массы компонент смеси – величины одного порядка, в этом случае суще-
ственным является взаимодействие компонент смеси. После общей теории динамики 
многофазных сред специалистам по прикладной математике необходимо получить 
практическое понимание по методологии разработки математических моделей. Для 
этого необходимо продемонстрировать примеры математических моделей опреде-
ленных течений неоднородных сред и методы их решения. По большей части слож-
ные математические модели имеют исключительно численное решение. Для получе-
ния точных решений применяются различные упрощения: уменьшение геометриче-
ской размерности моделируемых течений, линеаризация уравнений за счет прене-
брежения какими-либо физическими свойствами моделируемой среды. В этом плане 
важно продемонстрировать применение методов математического анализа, теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений и математической физики для полу-
чения решений уравнений математических моделей. Также немаловажно показать, 
каким образом в гидродинамике получают упрощенные модели. Рассмотрим гидро-
динамические упрощения на примере системы уравнений (1)–(3). Предположим, что 
течение гомогенной смеси движется со скоростью, которая существенно меньше ско-
рости звука, вследствие чего можно наблюдать, что плотность компонент смеси не за-
висит от временной и пространственной переменных т. е. ρ1,ρ2 = const. В таком случае 
система уравнений (1)–(4) будет иметь вид: 
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Для системы уравнений (16)–(19) задается краевая задача:  
T(0)=T10,T(L)=T20, u(0)=u0  . (20) 

Из уравнения (16) следует, что функция скорости не зависит от 
пространственной переменной. Из уравнения состояния термодинамически 

идеального газа – p=ρRT – и уравнения (17) вытекает соотношение 
2

2
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x


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
, 

следовательно, функция температуры смеси имеет вид линейной функции 

пространственного аргумента:      1 2T x,t T t xT t  . С учетом (18) следует: 

1 2
2 0,

dT dT
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dt dt
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Из чего следует, что 
2 0,

dT

dt
  значит, T2 = const, далее последовательно 

определяются искомые функции:  

2
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Из граничных условий (20) получаем соотношения для искомых неизвестных 
величин: 

0 10,T T  20 0 2/ ,T T L T    (24) 
Уравнения (21)–(23) описывают распределение поля скорости и температуру в 

течении несжимаемой газовой смеси. Функции (21**), (23), описывающие течение 
несжимаемой смеси двух сред, не ограничены по времени, что, вообще говоря, 
неверно. Но так в практических расчетах динамика среды изучается на конечных 
временных интервалах, то можно предположить, что такая модель может быть 
применена в ограниченном временном промежутке.  

Рассмотрим результаты, полученные для одномерного несжимаемого течения в 
предположении, что модель учитывает силовое воздействие на дисперсную 
компоненту, но не учитывает взаимообратных эффектов, то есть реализует 
методологию моделирования (5)–(8).  

Распределение скорости дисперсной компоненты можно отыскать из 
уравнения: 

   1
1 2 0 1

1 1

,
ρ ρ

du a a
u u RT t u u

dt
       (25) 

Коэффициент а определяется выражением [41]: 
6  a πdαμρ,  

Неоднородное дифференциальное уравнение (25) можно интегрировать 
методом Лагранжа [42, 43], для этого нужно записать однородное 
дифференциальное уравнение (25*): 

 
1

1
1ρ

du a
u

dt
  . (25*) 

Из уравнения (25*) выражение (25**) 

    1ρ
1

a
t

u t C t e


  . (25**) 

Подставляя выражение (25**) в выражение (25), получаем выражение для 
вспомогательной функции С(t): 

1 1ρ ρ2
0

1ρ

a a
t t

aRTdC
te u e

dt


  . (26) 

Для вычисления функции С(t) необходимо вычислить интеграл: 
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 
1

1 1 1

ρ
ρ ρ ρ 1 02 2

0
1 1

ρ

ρ ρ

a
ta a a

t t t
u eaRT aRT

C t te u e dt te dt
a

   
    

   
   
   
   

  . (26*) 

Часть интеграла (26*) 1ρ2

1ρ

a
t

aRT
te dt


 является не табличным интегралом, для 

вычисления которого необходимо интегрирование по частям [44]: 

1 1
1 1 1

2ρ ρ
ρ ρ ρ1 1 1 1

1
ρ ρ ρ ρ

,

a a
t ta a a

t t t
t e t e

te dt e dt e C
a a a a

 
     

 
 

  (27) 

Из выражения (27) следует формула для скорости дисперсной компоненты 
смеси: 

  1ρ 0 1 1 2
1 1 2

ρ ρ
,

a
t

u RT
u t C e tRT

a a



     (28) 

Для вычисления неизвестной С1 необходимо использовать начальное значение 
скорости дисперсной компоненты: 

  0 1 1 2
1 1 10

ρ ρ
0

u RT
u C u

a a
    , (28*) 

 

 
0 1 1 2

1 10
ρ ρu RT

C u
a a

   . (28**) 

Рассмотрим континуальную математическую модель динамики 
двухкомпонентной среды, состоящей из несущей и дисперсной компонент. Такая 
модель учитывает обмен импульсом и теплом между компонентами смеси, а 
эффекты межкомпонентного взаимодействия могут оказывать существенное 
влияние на течение неоднородной среды [45]. В частном случае возможно 
предположить [46], что течение несущей среды происходит за счет гравитационного 
осаждения частиц дисперсной фазы по причине межфазного обмена импульсом. 
При большом размере частиц, большой теплоемкости материала дисперсной фазы 
можно также сделать предположение, что температура несущей среды не 
изменяется: u2,T2 = const. В работе [47] приведена формула для скорости 
гравитационного осаждения частиц в суспензии, обозначения аналогичные 
формуле (29): 

 2

1 20

2
18

gd ρ ρ
u

μ


 . (29) 

Запишем систему дифференциальных уравнений, описывающих движение 
несущей среды за счет гравитационного осаждения очень крупных частиц с большой 
теплоемкостью, в течение относительно небольшого периода времени: 

ρ 0i
i

u

x





,   (30) 

 
   1 1

1 1 1 1 2
ρ 1

u T
α Rρ a u u ,

t x

 
    

 
  (31) 

 1 1 1
1 1 2 1 22

ρ
T T T

u λ a T T ,
t x x

  
    

  
 

 (32) 

Из уравнения (31) следует, что, как и для диффузионной модели, поле скорости 
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несущей среды имеет вид линейной функцией пространственной переменной: 

     1 11 12
T x,t T t xT t  .

 

В таком случае из уравнения (32) следует уравнение (32
*

): 
 

 11 12
1 12 2 11 2 2 12

dT dT
x uT a T T a xT ,

d t d t
     

 
 (32*) 

Из уравнения (33*) следует дифференциальное уравнение с разделяющимися 
переменными, определяющее функцию T12(t): 

12
2 12

dT
a T

t
 


 

 (33)  

  2

12 1

a tT t C e


 
 (33*)  

С помощью уравнений (33*) и (31) возможно определить функцию скорости 
несущей среды:  

   21
1 1 1 1 1 2

1 a tdu
ρ α ρRCe a u u

d t


      (34) 

Неоднородное дифференциальное уравнение (34) интегрируется методом Ла-
гранжа:

 

1
1 1 1

du
ρ au

d t
      

1

1

1

a
t

ρ
u t C t e



  
1 1

2
1 11 2

1

1

1

a a
t a t

ρ ρdC a u
α RCe e ,

dt ρ

 
  
     

 
 

1
2

1 11

1 11 1 2
2

1 1
2

1

1

a
a t

a aρ
t t

ρ ρα RC e a u
C t e C e ,

a ρ
a

ρ

 
  

 
  

 
 

 
  12

11

1 2 2
1

2

1

1
aa t

t
ρα RC e

u t u C e
a

a
ρ




  

  . (35) 

Выражение (35) описывает распределение скорости несущей среды, при этом в 
выражениях (33), (35) присутствуют неизвестные величины С1, С2.  

Из уравнений (35), (33) и уравнения (32) можно определить искомую функцию 

T
11

 :
 

 11
1 12 2 11 2

dT
uT a T T ,

d t
     (36) 

11
2 11 2 2 1 12

dT
a T a T uT

d t
    . (36*) 

Уравнение (36*) с учетом выражений (35) и (33) имеет вид: 

 

  12
2

12

2

111
2 11 2 2 2 2

1
2

1

1
aa t a t
ρa tα RCedT

a T a T u e C e
ad t

a
ρ

   
  


     

                   (36**) 

К уравнению (36
**

) также применяется алгоритм метода Лагранжа решения не-
однородных дифференциальных уравнений:
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11
2 11

dT
a T ,

d t
      2

11

a t
T t C t e ,




 

  12

12 1

2 2 2 2
1

2

1

1
aa t t
ρa t α RC edC

a T e u C e ,
adt

a
ρ

 
 
 


   

   

 
  12

12 1 1
2 2 2 3

11
2 2

1

1
aa t t
ρa t α RC e ρ

C t T e u t C e C
aa

a a
ρ

 
 
 

  
     

     
 

, 

  12
2

12 2

2

111 1
2 2 2 3

11
2 2

1

1
aa t a t
ρa t a tα RC edT ρ

T u te C e C e
d t aa

a a
ρ

   
  

  
     

     
 

 .                 (37) 

 

Для определения неизвестных величин С
1
, С

2
, С

3
 решается система линейных ал-

гебраических уравнений (38)–(40), получаемых из начальных и граничных значений 
для температуры и скорости несущей среды:

 

 
  1

1 2 2 10
1

2

1

1
0

α RC
u C u u

a
a

ρ


   

  .                                             (38) 

 

     
  1 1

11 12 2 2 3 10

11
2 2

1

1
0 0 0 0 0

α RC ρ
T , T T T C C T

aa
a a

ρ

  
        

     
 

. (39) 

     
 

1
11 12 2 1 2 3 1

11
2 2

1

1
0 0 0

L

α R ρ
T ,L T L T T C L C C T

aa
a a

ρ

 
 

                   
  

. (40) 

 
На рис. 1а и 1б продемонстрированы результаты расчетов скоростей течения 

компонент смеси. 

 

0 20 40 60 80 100

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

2

1

t, с

u, м/c

0 2 4 6 8 10
0.00

0.02

0.04

0.06

0.08

0.10

u, м/c

t, с

2

1

 
а                                                                      б 

Рис. 1а – расчет скоростей компонент смеси по модели, учитывающей одностороннее влияние; 1б – расчет 
скоростей по континуальной модели, предполагающей неизменность физических параметров дисперсной ком-

поненты. Кривые 1 и 2 относятся к параметрам несущей среды и дисперсной компоненты 
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Преподавание курса «Гидродинамика» для специалистов по прикладной мате-
матике осуществляется в виде лекционных и практических занятий. В предлагаемом 
разделе курса «Гидродинамика» предполагается обучение учащихся в результате как 
лекционных занятий, так и практических занятий и самостоятельной работы, в кото-
рой учащимся будет предложено построить математические модели смесей с компо-
нентами, существующими в природе. В лекционных занятиях происходит ознаком-
ление с общей теорией динамики неоднородных сред. В ходе практических занятий 
происходит формирование навыков разработки математических моделей – умений 
вывода систем уравнений математических моделей, навыков решения полученных 
уравнений аналитическими методами. Также предполагается развить у учащихся 
умения реализовывать математические модели в виде программных кодов, умение 
строить графики и анализировать полученные графические материалы. В качестве 
средств обучения предполагаются лекционные занятия, а также практические заня-
тия, в ходе которых происходит применение полученных знаний общей теории и воз-
никает понимание применения методов математического моделирования, основан-
ных на методах математической физики и обыкновенных дифференциальных урав-
нений, также предполагается самостоятельная работа учащихся по построению ком-
пьютерных реализаций математических моделей.  

 

Заключение / Conclusion 
 

В работе разработана структура раздела курса «Гидродинамика», касающегося 
динамики многокомпонентных и многофазных сред. В курсе даются общие теорети-
ческие основы математического моделирования течений многофазных сред. Опи-
саны основные методологии разработки математических моделей различных неодно-
родных сред. Кроме этого на примере нескольких течений кратко излагаются методы 
упрощения математических моделей, применяемых в гидродинамике. Для получен-
ных упрощенных моделей записывалась краевая задача Коши. С помощью методов 
математической физики проводится анализ полученных упрощенных математиче-
ских моделей, также описано применение методов теории обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для решения уравнений динамики неоднородных сред. Опи-
санные в работе примеры моделирования течений неоднородных сред помогут уча-
щимся специальности «Прикладная математика» получить навыки математического 
описания течений неоднородных сред, практические навыки по применению мето-
дов математической физики и обыкновенных дифференциальных уравнений к по-
лучению решений систем уравнений математических моделей.  

Таким образом, в статье описана часть курса «Гидродинамика» для специально-
сти «Прикладная математика», в которой кратко излагаются основы механики мно-
гокомпонентных и многофазных сред, позволяющие понять теоретические основы 
данного раздела современной механики жидкости и газа, а также дающие понимание 
методов разработки математических моделей. 
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