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Аннотация. Статья носит методический и научно-популярный характер и по-
священа проблемам отбора и представления материала для занятия школьного 
математического кружка, на котором изучаются элементы теории графов и 
теорема о четырех красках. 
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1. Материал, предлагаемый учителем на занятии школьного математического 
кружка, само хронологическое выстраивание этого материала на занятии (или за-
нятиях), принципы отбора и подачи материала, выбор вспомогательных техниче-
ских средств, определение аудио- или визуального ряда – все это зависит от целей, 
поставленных перед собой педагогом, от «состава» учащихся (возраст, подготов-
ленность, заинтересованность) и, конечно, от математической и методической под-
готовленности самого учителя. Правда, многое зависит еще и от того, сколько сил 
осталось у ведущего кружок человека после проведения «основных» школьных 
уроков и оформления многочисленных документов. 

Универсальных рецептов успешного проведения занятий кружка, факультатива 
или элективного курса, пожалуй, не существует, однако есть ряд факторов, наличие 
которых помогает сделать занятия кружка интереснее и познавательнее. Обратим 
внимание на некоторые из них, причем сразу отметим, что именно они и были по 
возможности учтены при написании второй и третьей частей данной статьи. 

A) Занятие кружка можно начать с экскурса в историю возникновения раздела 
математической науки, научного направления, появления интересной, но долго не 
поддававшейся решению задачи; при этом обязателен и рассказ о людях, имевших 
непосредственное отношение к соответствующим научным изысканиям. 

B) Для изложения математической проблемы, скорее всего, понадобится це-
лый ряд совершенно новых для учеников понятий, а значит, если стараться пред-
лагать максимально аккуратные в математическом отношении формулировки опре-
делений и теорем, то занятия кружка получатся скучными и малоинтересными. Но-
вые понятия имеет смысл вводить постепенно и лишь с необходимой степенью 
общности, опираясь на ранее изученный учениками материал (если таковой был) и 
на возможность прибегнуть к максимальной визуализации (через иллюстрирова-
ние) соответствующих понятий (в теории графов во многих случаях это неплохо 
получается). Некоторую помощь ученикам в освоении материала может оказать и 
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краткий словарик терминов, подобный тому, что завершает текст данной статьи (его 
тоже при необходимости можно снабдить визуальным рядом). 

C) Одной из самых заманчивых иллюстраций к изучаемому материалу может 
явиться получение (с использованием основных понятий и теорем, в данном слу-
чае, например, знаменитой теоремы Эйлера для плоских графов) прямо на глазах 
учеников, а еще лучше с их посильным участием, некоторого частного результата, 
пусть не столь фундаментального, как сама теорема о четырех красках, но все же 
позволяющего показать в «деле» и некоторые понятия, и отдельные теоремы 
«большой» математики (возможно, даже и не все случаи будут рассмотрены, и не 
все детали будут учтены, более того, эта недосказанность, вероятно, позволит 
предложить членам кружка творческое домашнее задание, причем дать его можно 
в «стендовом» варианте, ради обширных указаний и комментариев). 

D) Определенную пользу может принести и не слишком обширный, но обяза-
тельно содержащий названия книг и статей научно-популярного характера список 
рекомендованной литературы, тем более что обширный список по теории графов 
весьма «опасен» еще и тем, что до сих пор не «устоялась» терминология этого 
раздела математики. 

2. Принято считать, что основоположником теории графов является великий 
российский и немецкий ученый швейцарского происхождения Леонард Эйлер 
(Le’onard Euler, 1707–1783). Именно решенная Эйлером задача о Кёнигсбергских 
мостах считается началом математической теории графов (см. [1, 2], а также сочи-
нение самого Л. Эйлера: L. Euler. Solutio problematis ad geometriam situs pertinentis. 
Commentarii Academiae Petropolitanae, v. 8 (1736), 128–140). Однако за данной ста-
тьей не последовало практически никаких исследований той же тематики, и этот 
«заговор» молчания математиков продолжался около века, пока не был прерван 
появлением теоремы о четырех красках [3, 4], столь же знаменитой, что и великая 
теорема Ферма. Вот это замечательное утверждение: всякую расположенную на 
сфере или плоскости карту государств – «областей» можно раскрасить, используя 
не более чем четыре краски так, чтобы любые две «области», имеющие общий уча-
сток границы (одна общая точка-граница общим участком не считается и никакое 
государство не состоит из разрозненных частей!), будут раскрашены в разные 
цвета, то есть карта будет «правильно» раскрашена. Предположение об истинно-
сти данного утверждения было высказано в 1852 г. математиком Френсисом Гутри. 
Через своего брата Фредерика он обратился к известному математику Огастесу де 
Моргану с просьбой высказаться об истинности сформулированного предложения. 
Де Морган сам не смог дать заключения по поводу утверждения Ф. Гутри, но позна-
комил с этой любопытной задачей сэра Уильяма Гамильтона и некоторых других 
своих коллег, так что в 1878 г. эта задача была представлена на всеобщее рассмот-
рение Артуром Кэли в Лондонском математическом обществе. 

Уже через год лондонский адвокат Альфред Кемпе опубликовал доказатель-
ство истинности утверждения Ф. Гутри, но в его остроумных рассуждениях была 
обнаружена (через 11 лет, в 1890 г., математиком Перси Хивудом) ошибка. Сам 
Перси Хивуд, как и многие другие математики, справиться с задачей Ф. Гутри не 
смог, хотя переход от раскраски карт к раскраске вершин графов состоялся уже 
тогда. Однако к середине XX в. было доказано, что любая карта на сфере, изобра-
жающая не более 38 стран, может быть «правильно» раскрашена так, что потребу-
ется не более четырех красок. Доказательство же общего утверждения Ф. Гутри 
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было все-таки получено в результате работы с 1970 по 1976 г. целого научного кол-
лектива под руководством математиков Кеннета Аппеля и Вольфгана Хакена из 
Иллинойского университета в Урбана-Шампейн [5; 6] с помощью ЭВМ: примерно за 
2000 часов работы ЭВМ нашла правильные 4-раскраски всех 1482 неустранимых 
конфигураций [7; 8]. Метод перебора, намеченный еще А. Кемпе и модифицирован-
ный немецким математиком Генрихом Хеешем, был реализован благодаря появле-
нию «быстросчитающих» машин. В 1997 г. Робертсон, Сандерс, Сеймур и Томас 
привели обновленное доказательство, в котором сочетались классические пред-
ставления и новые компьютерные алгоритмы. Однако «классического» доказатель-
ства теоремы о четырех красках до сих пор не найдено. 

3. Перечислим теперь некоторые простейшие преобразования плоских гра-
фов, позволяющие упростить процесс нахождения их 4-раскрасок, а также получим 
результат, хотя и более скромный, чем утверждение о существовании правильной 
4-раскраски любой карты, изображающий не более 38 стран, но и отличающийся 
большой простатой примененных для его получения соображений. 

Напомним, что правильной n-раскраской плоского неориентированного, не 
псевдо- и не мультиграфа G = (V, R) [9, 10] называется всякое отображение  мно-

жества вершин V во множество {1, 2, ..., n}, если для всякого ребра ),( 21 vv  из R  

)()( 21 vv   , где, разумеется, Vvv 21,  и 21 vv  . 

Впрочем, наличие кратных ребер и петель у графа не является существенным 
препятствием для введения понятия n-раскраски этого графа. Напомним также, что 
хроматическим числом  (G) графа G называют минимальное число цветов, в ко-

торые можно раскрасить вершины графа G так, чтобы концы любого его ребра 
имели разные цвета, так что теорема Ф. Гутри может быть сформулирована совсем 
просто: для любого планарного графа G справедливо неравенство  (G) 4 . 

Итак, если не ставить своей целью доказать утверждение Ф. Гутри в общем виде, 
то можно достаточно элементарными средствами получить, пусть и скромные, но все 
же результаты 4-раскрашиваемости некоторых плоских графов, в частности, подобные 
результаты можно получить, если, стараясь найти 4-раскраску плоского графа: 

1) удастся научиться (в результате некоторых преобразований графа) «изба-
виться» от тех его вершин, чья реберная инцидентность не превышает некоторого 
фиксированного числа, а значит, появится возможность перейти или к тривиаль-
ному графу, или к графу, инцидентность каждой из вершин которого ограничена 
снизу одним и тем же не очень малым натуральным числом, что, в свою очередь, 
может позволить оценить снизу и число вершин графа, а значит, граф, по числу 
вершин не удовлетворяющий этой оценке, будет заведомо 4-раскрашиваемый; 

2) найти более «жесткую» зависимость между числом вершин, ребер и гра-
ней плоского графа по сравнению с той, что предлагается знаменитой теоремой 
Эйлера, «достраивая» данный граф тем или иным способом до имеющегося, 
например, только треугольные грани. 

Вот возможные преобразования конечного плоского неориентированного 
графа G (не содержащего ни петель, ни кратных ребер), позволяющие считать у G 
наличие некоторых дополнительных свойств, упрощающих поиск его 4-раскраски: 

а) G можно считать связным, в частности, можем считать, что у G нет изоли-
рованных вершин (в противном случае можно перейти к окрашиванию каждой ком-
поненты связности в отдельности); 
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б) можно считать, что число ребер, инцидентных любой вершине v графа G, 

т. е. степень графа в любой его вершине p(v) не меньше четырех (в противном слу-
чае такие вершины графа можно удалить вместе с инцидентными им ребрами, за-
тем раскрасить четырьмя красками то, что осталось от исходного графа, а затем 
вернуть ранее удаленные вершины и ребра и «докрасить» то, что еще окажется 
неокрашенным); 

в) можно считать, что нет у рассматриваемого графа и вершин степени 4, так 
как если v – таковая, т. е. соответствующая часть графа, например, имеет вид 
(рис. 1). 

 
 

Рис. 1 
 

то, удаляя v, а затем отождествляя 2v  и 4v , получим следующую цепочку преобра-

зований графа (точнее, только рассматриваемой части) (рис. 2). 

 
 

Рис. 2 
 

причем наличие 4-раскраски у преобразованного графа немедленно обеспечит 
наличие таковой и у исходного графа (независимо от того, две или три краски ис-

пользованы для окрашивания трех вершин 31,vv  и 42 vv  , при этом если 2v  и 4v  

были бы соединены ребром, а тогда 1v  и 3v  – заведомо нет, то указанное выше 

отождествление следовало бы применить к 1v  и 3v ); 

г) не нарушая общности рассуждения, можем считать, что все грани рассматри-
ваемого графа «треугольные», так как при наличии грани с большим числом сторон мы 
всегда можем «добавить» соответствующее число ребер, например, так (рис. 3). 

 

 
 

Рис. 3 
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Если после всех вышеуказанных преобразований мы получим некоторый не-

тривиальный граф G, то, используя далее следующие обозначения: V – число вер-
шин графа G, R – число ребер графа G, D – число граней графа G (все они тре-

угольные); мы получим, что DR  32 ,т о есть RD 
3
2 , а значит, используя тео-

рему Эйлера [11]: 2 DRV , получаем 222
3
1

3
2  RRRDRV . 

Итак, доказана следующая лемма. 
Лемма. Всякий плоский конечный неориентированный граф без петель и 

кратных ребер после преобразований (а) – (г) превратится или в тривиальный 
граф, или в граф, число вершин (V), граней (D) и ребер (R) которого связано со-
отношениями: 











R.D 

,RV 

3
2

3
1 2

 

Теперь, предполагая, что степень каждой из вершин не меньше 5, имеем 











),(VR

V,R

23

2
5

 

а значит, 12623
2
1

2
5  VVV)(V , что позволяет получить простое след-

ствие, причем существенно для его обоснования то, что многократные применения 
преобразований (а), (б) и (в) (без применения (г)) хоть и могут на некоторых проме-
жуточных этапах, а именно после преобразования (в), привести к росту степени не-
которых вершин графа, но всегда, как оказалось, в этой ситуации будет затем воз-
можно применение преобразований (а) и (б), что и приведет к понижению степеней 
вершин до исходных значений (или даже сделает их ниже). 

Следствие. Любой плоский граф с числом вершин, меньшим 12, допускает 
правильную 4-раскраску. 

 

Краткий словарь терминов 
Граф (неориентированный) – множество точек в пространстве (их называют вершинами 

графа), некоторые пары из них соединены между собой линиями произвольной формы (эти линии 
называют ребрами графа). 

Граф планарный (плоский) – граф, который можно изобразить на плоскости без пересечения 
ребер в неконцевых своих точках. 

Граф тривиальный – граф, состоящий из одной вершины. 
Псевдограф – граф, содержащий хотя бы одну петлю. 
Мультиграф – граф, у которого имеются хотя бы две несовпадающие вершины, соединенные 

более чем одним ребром. 
Граф называют связным, если для его любых двух различных вершин существует соединяющая 

их цепь – такая последовательность его ребер, что любые два «соседних» ребра из этой последова-
тельности имеют общую «среднюю» для них концевую точку, то есть имеет вид ),();,( kjji vvvv . 

Степень вершины графа – (реберная) инцидентность вершины графа – количество ребер 
графа, имеющих эту вершину концевой точкой. 

Правильная раскраска графа – раскраска его вершин, при которой никакие две из них, соеди-
ненные ребром, не будут окрашены в один цвет. 

Хроматическое число графа – минимальное число цветов, в которые можно раскрасить вер-
шины графа так, чтобы концы любого ребра имели разные цвета, то есть правильно его раскрасить. 

Грань – часть плоскости, ограниченная рёбрами в плоском графе и не содержащая внутри 
себя вершин и рёбер графа. Внешняя по отношению к графу часть плоскости тоже образует грань. 
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