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Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ −→ LTL �îðìóëà
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Ñèñòåìà ïåðåõîäîâ (Q,T , q0,L)

Q � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñîñòîÿíèé
T ⊆ Q × Q � ìíîæåñòâî ïåðåõîäîâ
q0 � íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå
L : Q → Prop � ïîìåòêà
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S |= ϕ⇐⇒|= (SpecS ∧ p0) → ϕ



ÏðèìåðÌîäåëü âûêëþ÷àòåëÿ
SpecS =

G(p1 → Xp2)∧
G(p2 → (Xp1 ∨ Xp3))∧
G(p3 → Xp1)∧
G(p1 → ¬On ∧ ¬Fault)∧
G(p2 → On ∧ ¬Fault)∧
G(p3 → ¬On ∧ Fault)∧
G(p1 → ¬p2 ∧ ¬p3)∧
G(p2 → ¬p1 ∧ ¬p3)∧
G(p3 → ¬p1 ∧ ¬p2)
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|= (SpecS ∧ p1) → GFOn



Äåäóêòèâíàÿ âåðè�èêàöèÿÇàäà÷à ïðîâåðêè ìîäåëè: äàíû ñèñòåìà ïåðåõîäîâ S è LTL�îðìóëà ϕ.Âåðíî ëè, ÷òî S |= ϕ?Åñëè S 6|= ϕ, ïî÷åìó?Äåäóêòèâíûé ïîäõîäÏîëèíîìèàëüíîå ñâåäåíèå S |= ϕ ê îáùåçíà÷èìîñòè�îðìóëû
SpecS ∧ q0 → ϕÒàáëè÷íûé àëãîðèòì



Ýêâèâàëåíòíîñòü LTL �îðìóëÔîðìóëû ϕ è ψ ýêâèâàëåíòíû (ϕ ≡ ψ) åñëè
(σ, i) |= ϕ⇐⇒ (σ, i) |= ψÏðîïîçèöèîíàëüíàÿ ëîãèêà:

¬(ϕ ∧ ψ) ≡ (¬ϕ ∨ ¬ψ) ¬(ϕ ∨ ψ) ≡ (¬ϕ ∧ ¬ψ)

∧ è ∨ äóàëüíû (îòðèöàíèå ìîæíî ïðîíåñòè âíóòðü, ïðè ýòîì ∧ñòàíîâèòñÿ ∨ è íàîáîðîò).Àíàëîãè÷íî, G äóàëåí F, à X äóàëåí ñàìîìó ñåáå.
¬Gϕ ≡ F¬ϕ ¬Fϕ ≡ G¬ϕ ¬Xϕ ≡ X¬ϕ



Ïðèìåð äîêàçàòåëüñòâàÏîêàæåì, ÷òî ¬Gϕ ≡ F¬ϕ.Ïóñòü σ � èíòåðïðåòàöèÿ, à i ò.÷. (σ, i) |= ¬Gϕ.Òîãäà (σ, i) 6|= Gϕ.Çíà÷èò, íå âåðíî ÷òî äëÿ ëþáîãî
j ∈ N, åñëè j > i òî (σ, j) |= ϕ.ò.å. ñóùåñòâóåò j ∈ N, ò.÷. j > i è (σ, j) 6|= ϕ.çíà÷èò, ñóùåñòâóåò j ∈ N, ò.÷.
j > i è (σ, j) |= ¬ϕ.Òàêèì îáðàçîì, (σ, i) |= F¬ϕ.ÓïðàæíåíèåÏîêàçàòü, ÷òî (σ, i) |= F¬ϕ âëå÷åò (σ, i) |= ¬Gϕ.



Ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëû (1)Ïðîíîñ îòðèöàíèÿ
¬(AUB) ≡ ¬BW(¬A ∧ ¬B)
¬(AWB) ≡ ¬BU(¬A ∧ ¬B)Âûðàæåíèå îäíèõ îïåðàòîðîâ ÷åðåç äðóãèå

FA ≡ trueUA

GA ≡ AW false
AUB ≡ AWB ∧ FB

AWB ≡ AUB ∨ GA



Ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëû (2)Äèñòðèáóòèâíîñòü F íàä ∨ è G íàä ∧.
F(A ∨ B) ≡ FA ∨ FB G(A ∧ B) ≡ GA ∧ GBÇàìåòèì, ÷òî F(A ∧ B) 6≡ FA ∧ FB .

¬A¬AA

FA ∧ FB

¬A ¬A

¬B B ¬B¬B¬B

i

Â äàííîé ìîäåëè (σ, i) |= FA ∧ FB íî (σ, i) 6|= F(A ∧ B).Àíàëîãè÷íî G(A ∨ B) 6≡ GA ∨GB . (Ïî÷åìó?)



Ýêâèâàëåíòíûå �îðìóëû (3)Äåêîìïîçèöèÿ âðåìåííûõ îïåðàòîðîâ
GA ≡ A ∧ XGA

FA ≡ A ∨ XFA

AUB ≡ B ∨ (A ∧ XAUB)
AWB ≡ B ∨ (A ∧ XAWB)ÓïðàæíåíèåÄîêàçàòü ýêâèâàëåíòíîñòü ïåðå÷èñëåííûõ �îðìóë



Òàáëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâàÄàíî: �îðìóëà ϕÒðàäèöèîííî, òàáëè÷íîå äîêàçàòåëüñòâî � äåðåâî, â êîðíåêîòîðîãî íàõîäèòñÿ îòðèöàíèå äàííîé �îðìóëû, ¬ϕÈçîáðàæàþòñÿ ñâåðõó âíèçÊàæäûé óçåë ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ïðàâèëà âûâîäà êîäíîé èç �îðìóë ðîäèòåëÿÓçåë çàêðûò, åñëè îí ñîäåðæèò ïðîòèâîðå÷èåÂåòâü çàêðûòà, åñëè îíà çàâåðøàåòñÿ çàêðûòûì óçëîìÅñëè âñå âåòâè çàêðûòû, ¬ϕ íåâûïîëíèìà, òî åñòü, ϕîáùåçíà÷èìà



Ïðèìåð: òàáëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà äëÿïðîïîçèöèîíàëüíîé ëîãèêèÏîêàæåì, ÷òî (p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q îáùåçíà÷èìà.
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{p, (p ⇒ q),¬q}

{(p ∧ (p ⇒ q)),¬q}

{¬((p ∧ (p ⇒ q)) ⇒ q)}



Òàáëè÷íûå äîêàçàòåëüñòâà äëÿ LTL
Äåêîìïîçèöèÿ âðåìåííûõ îïåðàòîðîâ, íàïðèìåð,

Fψ ≡ ψ ∨ XFψìîæåò ïðèâåñòè ê áåñêîíå÷íûì äåðåâüÿì (òàêàÿäåêîìïîçèöèÿ íå äåëàåò �îðìóëó ïðîùå)�åøåíèå: ïðåäñòàâëÿòü äîêàçàòåëüñòâà êàê ãðà�, à íå êàêäåðåâî.Òàáëè÷íûé àëãîðèòì ñîäåðæèò ïðàâèëà ðàñøèðåíèÿ èïðàâèëà óäàëåíèÿ.



Òèï �îðìóë
α α1 α2

GP P XGP

P ∧ Q P Q

¬(P ∨ Q) ¬P ¬Q

¬(P ⇒ Q) P ¬Q

β β1 β2

FP P XFP

PUQ Q P ∧ X(PUQ)
PWQ Q P ∧ X(PWQ)
P ∨ Q P Q

¬(P ∧ Q) ¬P ¬Q

(P ⇒ Q) ¬P Q

x x ′

¬XP X¬P

¬FP G¬P

¬GP F¬P

¬(PUQ) ¬QW(¬P ∧ ¬Q)
¬(PWQ) ¬QU(¬P ∧ ¬Q)
¬¬P P

¬false true
¬true false

P ⇔ Q (P ⇒ Q) ∧ (Q ⇒ P)



Ýëåìåíòàðíûå �îðìóëû è îáÿçàòåëüñòâà
Ýëåìåíòàðíàÿ �îðìóëà ëèáî ïðîïîçèöèîíàëüíàÿïåðåìåííàÿ, ëèáî åå îòðèöàíèå, ëèáî �îðìóëà âèäà Xψ.Íàïðèìåð, r , X(aUb), ¬s, XGp ýëåìåíòàðíûå �îðìóëû, à

p ∧ q, ¬XGr , aUb � íåò.Îáÿçàòåëüñòâî � �îðìóëà âèäà Fp èëè qUpÏóñòü X � ìíîæåñòâî �îðìóë. Next(X ) = {ϕ | Xϕ ∈ X}.Íàïðèìåð, Next({r ,X(aUb),¬s,XGp}) = {aUb,Gp}



Òàáëè÷íûé àëãîðèòìÄàíî: LTL �îðìóëà A1 Ñîçäàòü íà÷àëüíûé óçåë, ñîäåðæàùèé {¬A}2 Ïîêà òàáëèöà ñîäåðæèò íåîáðàáîòàííûå óçëû, ïîâòîðÿòü:1 Ïðèìåíèòü ïðàâèëà ðàñøèðåíèÿ (ñì. ñëåäóþùèé ñëàéä)2 Åñëè óçåë X ñîäåðæèò òîëüêî ýëåìåíòàðíûå �îðìóëû (èíå ñîäåðæèò false èëè ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ èå¼ îòðèöàíèå) äîáàâèòü óçåë Next(X ).3 Ïðèìåíÿòü ïîêà âîçìîæíî ïðàâèëà óäàëåíèÿ4 Åñëè íà÷àëüíûé óçåë óäàëåí � �îðìóëà ¬A íåâûïîëíèìà,ò.å. A îáùåçíà÷èìà.Åñëè íà øàãàõ 2.1 è 2.2 ñêîíñòðóèðîâàííîå ìíîæåñòâî óæåïðåäñòàâëåíî â ãðà�å, íå ïîðîæäàòü íîâóþ âåðøèíó, à ïðîñòîäîáàâèòü ðåáðî â ñóùåñòâóþùóþ.



Ïðàâèëà ðàñøèðåíèÿ
Ïóñòü íå ðàññìîòðåííûé óçåë X ñîäåðæèò �îðìóëó x :åñëè x α-�îðìóëà, äîáàâèòü â ãðà� íîâóþ âåðøèíó,ïîëó÷åííóþ èç X çàìåíîé x íà α1 è α2;åñëè x β-�îðìóëà, äîáàâèòü â ãðà� äâå íîâûå âåðøèíûîäíà èç êîòîðûé ïîëó÷åíà èç X çàìåíîé x íà β1 à äðóãàÿçàìåíîé x íà β2;åñëè x äðóãàÿ �îðìóëà, äîáàâèòü â ãðà� íîâóþ âåðøèíó,ïîëó÷åííóþ èç X çàìåíîé x íà x ′.



Ïðàâèëà óäàëåíèÿ.
Óäàëèòü âåðøèíó åñëèîíà ñîäåðæèò ïðîïîçèöèîíàëüíóþ ïåðåìåííóþ, p, è å¼îòðèöàíèå ¬p;âñå å¼ ïîòîìêè áûëè óäàëåíûîíà ñîäåðæèò Fϕ èëè ψUϕ è íå ñóùåñòâóåò ïóòè â ãðà�åèç ýòîé âåðøèíû â âåðøèíó, ñîäåðæàùóþ ϕ.



Ïðèìåð � ðàñøèðåíèåÏîêàæåì, ÷òî Gp ⇒ ¬F¬p îáùåçíà÷èìà.
{¬(Gp ⇒ ¬F¬p)}

{Gp,¬¬F¬p}

{Gp,F¬p}

{p,XGp,F¬p}

{p,XGp,XF¬p}{p,XGp,¬p}



Ïðèìåð � óäàëåíèåÓçåë (i) ñîäåðæèò p è ¬p).Óçëû (ii) è (iii) ñîäåðæàò F¬p, íî óçåë, ñîäåðæàùèé ¬p íåäîñòèæèì.Ò.î., âñå óçëû óäàëåíû, ¬(Gp ⇒ ¬F¬p) íåâûïîëíèìà è
Gp ⇒ ¬F¬p îáùåçíà÷èìà

(ii)

(iii)

(i)

{¬(Gp ⇒ ¬F¬p)}

{Gp,¬¬F¬p}

{Gp,F¬p}

{p,XGp,F¬p}

{p,XGp,XF¬p}{p,XGp,¬p}



Ñâîéñòâà òàáëè÷íîãî àëãîðèòìà
Êîððåêòíîñòü:Åñëè òàáëè÷íûé àëãîðèòì óòâåðæäàåò, ÷òî �îðìóëàîáùåçíà÷èìà � îíà îáùåçíà÷èìàÏîëíîòà:Åñëè �îðìóëà îáùåçíà÷èìà, òàáëè÷íûé àëãîðèòì äîêàæåòýòîÒàáëè÷íûé àëãîðèòì âñåãäà çàâåðøàåò ðàáîòóÓ íàñ åñòü äåëà ïîèíòåðåñíåé


