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«Рациональное уравнение» – важнейшее базовое понятие математики. Прочное его освоение создаёт условия для осознанного понимания изложения теории и решения разнообразных задач путём отбора оптимального метода решения. Проблема заключается в том, что известных из школьного курса алгебры способов решения таких уравнений явно недостаточно, чтобы на должном уровне уметь решать конкурсные задачи по математике. Именно поэтому приобретение новых сведений о рациональных уравнениях можно рассматривать как подспорье в решении большого класса алгебраических задач. 

Компенсировать недостаток знаний по данной теме удалось за счёт изучения дополнительной научной литературы и знакомства с новыми типами рациональных уравнений, а также приёмами для их решения. Приобретенные при этом навыки в дальнейшем позволят решать достаточно широкий круг текстовых задач.

Основные понятия в теории рациональных уравнений
Рациональное выражение с одной переменной – это алгебраическое выражение, составленное из чисел и переменной x с помощью операций сложения, вычитания, умножения, деления и возведения в целую  степень .  

Уравнение f(x) = g(x) называется рациональным, если f(x) и g(x) – рациональные выражения .При этом если f(x) и g(x) – целые выражения, то уравнение называют целым. Целое рациональное уравнение может быть записано в виде 
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, где 
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 – некоторые числа. К простейшим целым рациональным уравнениям относятся линейные и квадратные уравнения.  

Рациональное уравнение f(x) = g(x) называется дробным, если хотя бы одно из выражений f(x) или g(x) является дробным. Для решения такого уравнения нужно: 

1) перенести все члены уравнения в одну часть;

2) найти общий знаменатель всех имеющихся дробей и преобразовать эту часть уравнения к виду алгебраической дроби 
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, где Р(х) и Q(х) – многочлены;

3) заменить уравнение целым, умножив обе части на общий знаменатель;

4) решить полученное целое уравнение; 

5) исключить из его корней те, которые обращают в ноль общий знаменатель .
Методы решения рациональных уравнений

Множество рациональных уравнений можно разделить по методу решения. Перечислим основные из них.

1. Простейшие преобразования
Для решения некоторых рациональных уравнений не требуется знание особых приёмов. Достаточно выполнить обычные упрощения: приведение к общему знаменателю, приведение подобных членов и т.д. Главное – не попасться в какую-нибудь ловушку, связанную с областью допустимых значений переменной.

Пример 1. Решите уравнение 
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Решение.  О.Д.З. 
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Приводим уравнение к виду 
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             D = (-1)2  – 4·(-6) = 25. 
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 EMBED Equation.3 [image: image11.wmf].
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Найденное значение переменной х=-2  не удовлетворяет соотношениям (1). 

Ответ: 3.

2. Подстановка 

Иногда при решении рациональных уравнений имеет смысл ввести новую переменную, заменив ею некое повторяющееся рациональное выражение. 

Например, в уравнении aP2(x) + bP(x) + c = 0, где P(x) – многочлен, вводим новую переменную P(x) = y. 

Решаем квадратное уравнение ay2 + by + c = 0 (2)   относительно y и возвращаемся к решению уравнений P(x) = yi, где yi – решения уравнения (2). 

Метод подстановки упрощает вид уравнения, понижает его степень. В некоторых случаях замена переменных сразу очевидна, но в более сложных примерах подстановка видна лишь после нескольких преобразований.

Пример 2. Решите уравнение 
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Решение. 

Применим формулу сокращённого умножения:
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Сразу можно увидеть подстановку 
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Вернёмся  к замене: 

1) 
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D1 < 0 ⇒ действительных корней нет;                
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Ответ: – 4; 2.

Пример 3. Решите уравнение 
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Решение. О.Д.З. 
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Делая замену 
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 получаем уравнение, которое сводится к квадратному:
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t1 = – 3,  t2 = 0,5.
Имеем два уравнения:
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Корнем уравнения 4x-1= 0 является число 0,25 , корнем второго уравнения 2x-2=x является число 2.
Ответ: 2; 0,25.
3. Распадающееся уравнение
Рациональное уравнение называется распадающимся, если его можно представить в виде P(x)Q(x) = 0, где P(x) и Q(x) – целые рациональные функции . Далее приходим к решению более простых уравнений: P(x) = 0 или Q(x) = 0.

Пример 4. Решите уравнение 
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Решение. Преобразуем уравнение.
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Левую часть уравнения удалось разложить на множители, значит, осталось решить два квадратных уравнения:

1) 
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    x=-0,5. 

2) 
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     D = 12  + 4 = 5.             
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Ответ:-0,5; 
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Пример 5. Решите уравнение 
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Решение. Перепишем уравнение в виде:
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Левую часть разложим на множители с помощью формулы «Разность кубов» и вынесения общего множителя за скобки.
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После приведения подобных слагаемых во второй скобке получаем распадающееся уравнение: 
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Ответ: – 4; – 1; 2. 

Разложение на множители позволило свести решение кубического уравнения к решению линейного и квадратного уравнений.

Классификация рациональных уравнений
Среди рациональных уравнений можно выделить несколько основных видов.

1. Биквадратное уравнение – это уравнение вида ax4 + bx2 + c = 0.

Для его решения используем замену x2 = t, где t > 0. После подстановки новой переменной получаем уравнение at2 + bt + c = 0, решая которое приходим к уравнению x2 = ti, где ti – корни квадратного уравнения .
2. Однородное уравнение второго порядка: aP2(x) + bP(x)Q(x) + cQ2(x)=0.
Для его решения рассматривают два случая:

1) если Q(x) = 0, тогда уравнение примет вид: P(x) = 0;

2) если же Q(x) ≠ 0, тогда исходное уравнение можно поделить на Q2(x).

Полученное при этом уравнение a
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 + c = 0 сводится к квадратному с помощью замены 
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Решения каждого из двух случаев включаются в ответ.

3. Симметрическое уравнение.
Уравнение вида 
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 в котором коэффициенты членов, равноудалённых от начала и конца, равны, называется симметрическим.
Докажем, что симметрическое уравнение нечетной степени всегда имеет корень, равный –1. Доказательство проведём методом группировки на примере кубического уравнения 
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, где 
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Очевидно, что корнями симметрического уравнения третьей степени являются число – 1 и корни полученного квадратного уравнения, что и требовалось доказать. 

Симметрическое уравнение четвёртой степени 
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) решается делением на выражение х2 (поскольку х = 0 не является его корнем) и заменой 
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Если 
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Используя указанную замену, приходим к уравнению 
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. Оно сводится к квадратному  относительно переменной t: 
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После его решения возвращаемся к исходной переменной x.

4. Возвратное уравнение четвёртого порядка:
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 (все коэффициенты отличны от нуля).
После почленного деления на х2 получаем: 
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Пусть 
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Если это уравнение имеет корни у1 и у2, то остаётся решить два уравнения: 
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5. Уравнение вида 
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, где 
[image: image87.wmf]d

c

b

a

<

<

<

 и 
[image: image88.wmf]c

b

d

а

+

=

+

.

Введём новую переменную t = x2 – (a + d)x и получим квадратное уравнение (t + ad)(t + bc) = l. Решив его, возвращаемся к исходной переменной.

6. Уравнение вида 
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Сделаем замену 
[image: image90.wmf]t
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, тогда исходное уравнение примет вид: 
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 Умножив обе части уравнения на t 
[image: image92.wmf]),
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 получим квадратное уравнение at2 + ct + b = 0. Находим его корни и переходим к переменной х.

7. Уравнение вида 
[image: image93.wmf]А
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Для его решения, используя метод симметризации, делаем замену 
[image: image94.wmf].
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 В результате преобразований уравнение приводим к биквадратному.

8. Уравнение вида 
[image: image95.wmf].
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Поскольку х = 0 не является корнем данного уравнения 
[image: image96.wmf]),
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 то разделив его почленно на выражение х2, получим: 
[image: image97.wmf].
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 Замена 
[image: image98.wmf]t
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 сведёт уравнение к виду 
[image: image99.wmf].
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 Получив корни квадратного уравнения, возвращаемся к замене.

Решение рациональных уравнений с использованием основных методов

Самое трудное при решении рациональных уравнений – правильно определить, к какому виду оно относится. Если идентификация состоялась, тогда метод решения становится очевиден, если же классифицировать уравнение затруднительно, то необходимо придумать, как свести уравнение к более простому. В этом случае бывает полезно сделать замену неизвестного, которая упрощает вид уравнения.

Рассмотрим конкретные примеры.

Пример 6. Решите уравнение 
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Решение. Заметим, что выражения 
[image: image101.wmf])
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 отличаются на 2, поэтому удобно сделать замену переменных 
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 Тогда заданное уравнение примет вид: 
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Вернёмся к замене: 

1) 
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[image: image111.wmf]2

5

,

0

2

1

=

=

=

x

x


Ответ: 0,5; 2;
[image: image112.wmf].
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В рассмотренном примере метод введения новой переменной был, как любят выражаться математики, адекватен ситуации. Но так бывает не всегда, иногда новая переменная «проявляется» только в процессе преобразований. Именно так будет обстоять дело в следующем примере.

Пример 7. Решите уравнение 
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Решение. Возведём двучлен в квадрат.
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Выполненные преобразования приводят к замене:
[image: image115.wmf]t
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Вернёмся к замене: 

1) 
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Ответ: 3 ; 
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Пример 8. Решите уравнение 
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Решение. Дано уравнение вида 
[image: image130.wmf]l
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. В этом случае удобная подстановка уже известна: t = x2 – (a + d)x, а уравнение с помощью неё сводится к виду (t + ad)(t + bc) = l. 

Имеем: 
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значит, x2 - 11x = t. Далее остаётся решить уравнение (t + 28)(t + 30) = 1680 и вернутся к замене. 

Иногда для уравнений такого вида используют другой подход. 

Перегруппируем множители 
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Получим: 
[image: image135.wmf].
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Пусть 
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Вернемся к замене: 

1) 
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               Действительных корней нет;
2)  
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[image: image145.wmf]12

1

2

13

11

2

1

=

-

=

±

=

x

x

x



Ответ: -1;12.
Пример 9. Решить уравнение х(х + 3)(x + 5)(x + 8) = 100 .
Решение. Имеем: 
[image: image146.wmf],
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значит, x2 + 8x = t. Получаем уравнение: 
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Имеем:  
[image: image148.wmf]Þ
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 EMBED Equation.3 [image: image150.wmf].
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Возвращаясь к замене, получаем два уравнения: 

1) 
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D < 0. 

               Действительных корней нет;
2) 
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            Ответ: 
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Пример 10. Решите уравнение 
[image: image157.wmf]2

2

2

9

)

1

5

2

)(

1

3

2

(

x

x

x

x

x

=

+

+

+

-

 .
Решение. Квадратные трёхчлены в скобках отличаются вторыми коэффициентами. Значит, имеем уравнение вида: 
[image: image158.wmf].
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Оно решается делением обеих частей на выражение 
[image: image159.wmf]2
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, поскольку 
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Произведём замену 
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 которая сводит уравнение к квадратному: 
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Вернёмся к замене:

1) 
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Ответ: 
[image: image175.wmf].
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Пример 11. Решите уравнение 
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Решение. Уравнение аналогично предшествующему, поэтому решаем по тому же алгоритму, но немного «подкорректируем» замену переменных. 
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Пусть 
[image: image178.wmf]t
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Имеем два уравнения:

1) 
[image: image186.wmf],
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Ответ: 
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 EMBED Equation.3 [image: image193.wmf]2
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Пример 12. Решите уравнение 
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Решение. Данное уравнение приведено к виду 
[image: image195.wmf]А
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, где А=20, а = –3, b = –1. Замена 
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[image: image200.wmf]20
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В результате преобразований уравнение приводим к биквадратному:
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[image: image203.wmf]2
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 – корни первого уравнения, второе – действительных корней не имеет. Вернёмся к замене:
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Ответ:  
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Пример 13. Решите уравнение 
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Решение. Заметим, что уравнение симметрическое третьей степени. Значит, одним из его корней является число 
[image: image210.wmf]1
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. Остальные корни находим из квадратного уравнения 
[image: image211.wmf].
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 Имеем: 
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 Квадратное уравнение 
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 не имеет действительных корней, так как 
[image: image215.wmf]0
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Ответ: – 1.

Пример 14. Решите уравнение 
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Решение. Это симметрическое уравнение четвёртой степени. Решаем его почленным делением на выражение 
[image: image217.wmf]2
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, получаем: 
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Если 
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Используя указанную замену, приходим к квадратному уравнению относительно переменной t: 
[image: image221.wmf].
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Вернёмся к замене: 

1)   
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Ответ: 1; 
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Решение нестандартных уравнений с использованием особых приёмов
1. Приём комбинирования

Зачастую встречаются рациональные уравнения, которые нельзя вписать в рамки строго очерченной классификации, хотя элементы того или иного вида в них присутствуют. В таких ситуациях надо комбинировать решение, исходя из накопленного арсенала методов и приёмов. 

Пример 15. Решите уравнение 
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Решение. Перегруппируем множители, стоящие в левой части:
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Получим уравнение, у которого квадратные трёхчлены отличаются вторыми коэффициентами.  
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Убеждаемся, что х = 0 не является корнем уравнения, и делим обе части на выражение 
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Вводим замену 
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Вернёмся к замене:  

1) 
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Ответ: -4;-6;
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Пример 16. Решите уравнение 
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Решение. Преобразуем уравнение к виду:
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Так как 
[image: image256.wmf]0
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 не является корнем исходного уравнения, то разделим обе части уравнения на выражение х2. 


[image: image257.wmf],

1

1

2

9

1

5

2

2

2

2

х

х

х

х

х

х

х

х

+

×

+

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

×



[image: image258.wmf].

1

1

2

9

1

1

5

2

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

×

х

х

х

х

х

х


Пусть
[image: image259.wmf]t

x

x

=

+

1

, тогда 
[image: image260.wmf])

2

(

9

)

1

(

5

2

-

=

-

t

t

t

.


[image: image261.wmf],

18

9

5

10

5

2

2

t

t

t

t

-

=

+

-



[image: image262.wmf],

0

5

8

4

2

=

-

-

t

t



[image: image263.wmf],

36

5

4

)

4

(

2

1

=

×

+

-

=

D



[image: image264.wmf],

2

1

4

6

4

1

-

=

Þ

±

=

t

t
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Имеем два уравнения:
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Действительных корней нет;
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Ответ: 
[image: image275.wmf]2
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2. Приём выделения квадрата двучлена

При решении некоторых рациональных уравнений хороший эффект даёт формула «Квадрат двучлена». В результате её выделения «вырисовывается» нужная замена переменных, позволяющая свести уравнение к квадратному. 

Пример 17. Решите уравнение 
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Решение. О.Д.З. 
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Заметим, что в левой части уравнения стоят квадраты выражений х и 
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К сумме квадратов этих выражений прибавим и отнимем их удвоенное произведение и выделим формулу «Квадрат разности двух выражений».
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«Проявилась» замена 
[image: image284.wmf],
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 которая понижает степень уравнения.
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Далее получаем два уравнения:

1) 
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                   Действительных корней нет.

Ответ: 
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3. Приём почленного деления

Такой приём используется в отдельных видах рациональных уравнений. Например,  для решения возвратного или симметрического уравнений четвёртой степени приходится выполнять почленное деление на выражение 
[image: image295.wmf].
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 Но не всегда данное уравнение можно соотнести с конкретным видом. Математическая  интуиция и наблюдательность «подскажет», на какое выражение надо делить. 

Пример 18. Решите уравнение  
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Решение. Поделим обе части уравнения на выражение 
[image: image297.wmf].
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 Эта операция возможна, так как 
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 не является корнем уравнения. Имеем: 
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Получаем уравнение, аналогичное разобранному в примере 17, и выделяем квадрат двучлена. 
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Заменой 
[image: image304.wmf]t

x

x

=

-

3

2

 сводим уравнение к квадратному: 
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Вернёмся к замене:

1) 
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 действительных корней нет.
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