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 «Решение систем логических уравнений» является заключительной и самой	 сложной частью темы: «Логика».
Для решения систем логических уравнений учащиеся должны знать основные логические операции, правила замены импликации и эквивалентности, правила преобразования логических выражений (законы алгебры логики), должны уметь решать одиночные логические уравнения.

Лучший способ решения задач этого типа основан на двух идеях:
1) замена переменных (если она возможна), позволяющая сократить количество неизвестных и таким образом упростить решение
2) последовательное решение уравнений, начиная с первого, затем система из первых двух, первых трех и т.д.

При решении любой системы уравнений сначала надо выяснить, можно ли сделать замену. Замену логической операции другой переменной удобно производить, если встречающиеся там переменные являются независимыми. 
Рассмотрим на примере.
1. Сколько различных решений имеет система уравнений 
¬(X1  X2)  (X3  X4) = 1
¬(X3  X4)  (X5  X6) = 1
¬(X5  X6)  (X7  X8) = 1
¬(X7  X8)  (X9  X10) = 1
где X1, X2, …, X10 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.

Решение: X1  X2 заменим через Y1, X3  X4 заменим через Y2 и т.д. Получим систему
¬ Y1+ Y2= 1
¬ Y2+ Y3= 1
¬ Y3+ Y4= 1
¬ Y4+ Y5= 1
Используя свойство импликации  AB=¬A+B получим
Y1 Y2= 1
Y2 Y3= 1
Y3 Y4= 1
Y4 Y5= 1
Перейдем от системы уравнение к одному уравнению. Т.к. каждое уравнение равно 1, то и их произведение будет равно 1
(Y1 Y2)*(Y2 Y3)*(Y3 Y4)*(Y4 Y5)= 1
После 1 не может стоять 0, т.к. 1→0=0, поэтому решениями системы будут следующие наборы

	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1


Вернемся к нашим первоначальным переменным. Через переменную Y мы заменили эквивалентность. Эквивалентность имеет значение истина в двух наборах и ложь в двух наборах.
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	

	02
	02
	02
	02
	02
	25

	 02
	02
	02
	02
	12
	25

	02
	02
	02
	12
	12
	25

	02
	02
	12
	12
	12
	25

	02
	12
	12
	12
	12
	25

	12
	12
	12
	12
	12
	25


  Значит количество решений  25*6=32*6=192
Ответ: 192
2. Сколько различных решений имеет система логических уравнений 
(x1  x2)  (x3  x4) = 1
(x3  x4)  (x5  x6) = 1
где x1, x2, …, x6 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.
Решение: произведем замену x1  x2=у1
у1у2=1
у2у3=1
Получим решения
	у1
	у2
	у3

	0
	0
	0

	0
	0
	1

	0
	1
	1

	1
	1
	1


Следствие имеет значение ложь в одном наборе и значение истина в 3 наборах
	у1
	у2
	у3
	

	01
	01
	01
	1

	01
	01
	13
	3

	01
	13
	13
	32

	13
	13
	13
	33


Количество решений: 1+3+9+27=40
Ответ: 40
3. Сколько различных решений имеет система логических уравнений 
X1 → X2  X3  ¬X4 = 1
X3 → X4  X5  ¬X6 = 1
X5 → X6  X1  ¬X2 = 1
где X1, X2, …, X6 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.
1 способ. Рассмотрим первое уравнение. 
X1 → X2  X3  ¬X4 = 1
Вспомним приоритет выполнения логических операций, встречающихся в данном уравнении:
1. Инверсия
2. Конъюнкция
3. Дизъюнкция
4. Импликация
Т.к. импликация раскрывается как сумма, то расставленные скобки не будут ошибкой.
(X1 → X2) (X3  ¬X4)= 1
Перепишем уравнения, преобразовав  вторую скобку 
(X1 → X2) ¬ (¬X3  X4)= 1
(X1 → X2) ¬ (X3 → X4)= 1
Замена: (X1 → X2)= Y1
    (X3 → X4)= Y2 
Получаем систему:
Y1+¬ Y2=1
Y2+¬ Y3=1
Y3+¬ Y1=1
Решением первого уравнения будет наборы
	Y1
	Y2

	0
	0

	1
	0

	1
	1


Добавим второе уравнение и удали решения, не подходящие для третьего уравнения.
	Y1
	Y2
	Y3

	0
	0
	0

	1
	0
	0

	1
	1
	0

	1
	1
	1



У нас осталось только два набора. Вернемся к нашим первоначальным уравнениям. Так как мы за переменную обозначали импликацию, то 0 получается в 1 случае, 1 -в трех.
	Y1
	Y2
	Y3
	

	01
	01
	01
	1

	13
	13
	13
	3*3*3=27



1+27=28
Ответ: 28.
Если вы не увидели замену, то можно сразу рассмотреть решение первого уравнения и добавить затем последующие решения.
2 способ:
Сколько различных решений имеет система логических уравнений 
X1 → X2  X3  ¬X4 = 1
X3 → X4  X5  ¬X6 = 1
X5 → X6  X1  ¬X2 = 1
где X1, X2, …, X6 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.
¬ X1+ X2+ X3*¬X4=1
¬ X3+ X4+ X5*¬X6=1
¬ X5+ X6+ X1*¬X2=1
Рассмотрим решения первого уравнения, добавим решения, которые появляются при добавлении X5 X6, исключим решения, неподходящие под третье уравнение.
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5 X6

	0
	0
	0
	0
	(00)(01)(10)(11)

	0
	0
	0
	1
	(00)(01)(10)(11)

	0
	0
	1
	0
	(10)

	0
	0
	1
	1
	(00)(01)(10)(11)

	0
	1
	0
	0
	(00)(01)(10)(11)

	0
	1
	0
	1
	(00)(01)(10)(11)

	0
	1
	1
	0
	(10)

	0
	1
	1
	1
	(00)(01)(10)(11)

	1
	0
	0
	0
	

	1
	0
	0
	1
	

	1
	0
	1
	0
	(10)

	1
	0
	1
	1
	

	1
	1
	0
	0
	(00)(01)(10)(11)

	1
	1
	0
	1
	(00)(01)(10)(11)

	1
	1
	1
	0
	(10)

	1
	1
	1
	1
	(00)(01)(10)(11)





Ответ: 28
4. Сколько различных решений имеет система уравнений 
((X1  X2)  (X3  X4))  (¬(X1  X2)  ¬(X3  X4)) = 0
((X3  X4)  (X5  X6))  (¬(X3  X4)  ¬(X5  X6)) = 0
((X5  X6)  (X7  X8))  (¬(X5  X6)  ¬(X7  X8)) = 0
((X7  X8)  (X9  X10))  (¬(X7  X8)  ¬(X9  X10)) = 0
где X1, X2, …, X10, Y1,Y2…,Y10 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.

Решение: замена X1  X2=Y1. Получаем
Y1*Y2+¬Y1*¬Y2=0, что есть эквивалентность Y1 Y2=0.
Для первого уравнений только два решения
	Y1
	Y2

	0
	1

	1
	0


При рассмотрении последующих уравнений количество решений не изменяется
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5

	0
	1
	0
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1


Возвращаемся к переменным
	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5
	

	02
	12
	02
	12
	02
	25

	12
	02
	12
	02
	12
	25


Ответ: 25*2=26=64
Можно собрать несколько уравнений в одно. Нужно помнить, что если уравнения имеют значение 1, то их произведение равно 1. А если уравнения имеют значения 0, то их сумма равна 0.
5. Сколько различных решений имеет система уравнений 
¬X1  X2 = 1
¬X2  X3 = 1
...
¬X9  X10 = 1
где X1, X2, …, X10 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.
Решение:
X1 X2=1
X2 X3=1
...
X9 X10=1
Заменяем одним уравнением
(X1 X2)( X2 X3)( X3 X4)( X4 X5)(X5 X6)( X6 X7)( X7 X8)( X8 X9) )( X9 X10)=1
Уравнение имеет 11 решений 
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6
	X7
	X8
	X9
	X10

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Ответ: 11
6. Сколько различных решений имеет система уравнений?
(x1  x2)(x2  x3)(x3  x4)(x4  x5) = 1
(у1  у2)(у2  у3)(у3  у4)(у4  у5) = 1
x1  у1 = 1
где x1,x2,…,x5, у1,у2,…,у5 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.
Решение:
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1



	Y1
	Y2
	Y3
	Y4
	Y5

	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1


Для каждого решения X приходиться 6 решений. Всего решений на первые два уравнения 6*6=36.
По третьему уравнению нам надо исключить решения,  где X1 и Y1 равны 0. Это 5*5=25 решений. 
36-25=11 
Ответ: 11 решений. 
7. Сколько различных решений имеет система уравнений 
(X1  X2)  (¬X1  ¬X2)  (X1  X3) = 1
(X2  X3)  (¬X2  ¬X3)  (X2  X4) = 1
...
(X8  X9)  (¬X8  ¬X9)  (X8  X10) = 1
где X1, X2, …, X10 – логические переменные? В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных, при которых выполнено данное равенство. В качестве ответа нужно указать количество таких наборов.
Решение: Для решения системы будем использовать метод отображений. Свернем эквивалентность
(X1  X2)  (X1  X3) = 1
(X2  X3)  (X2  X4) = 1
...
(X8  X9)  (X8  X10) = 1

	X1
	X2
	X3

	0
	0
	0

	0
	0
	1

	0
	1
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	0
	1

	1
	1
	0

	1
	1
	1



	00
	00

	
	01

	01
	10

	10
	01

	11
	10

	
	1




	
	X3
	X4
	X5
	X6
	X7
	X8
	X9
	X10

	00
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	01
	2
	1+2
	1+3
	5
	6
	7
	8
	9

	10
	2
	2+1
	3+1
	5
	6
	7
	8
	9

	11
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Ответ: 20 решений.
8. Дана система логических уравнений 
(x1  x2)  (y1  y2)  (x1  y1) = 0
(x2  x3)  (y2  y3)  (x2  y2) = 0
…
(x6  x7)  (y6  y7)  (x6  y6) = 0 
 (x7  y7) = 0
где x1,x2,…,x7, y1, y2,…,y7 – логические переменные. Найдите количество решений этой системы.

 Решение:
Рассмотрим первое уравнение
(x1  x2)  (y1  y2)  (x1  y1) = 0
У нас дизъюнкция. Уравнение будет равно 0, если каждое слагаемое будет равно 0.
Можно это уравнение разбить на 3. 
x1  x2=0
y1  y2=0
x1  y1=0
Повторим это с оставшимися уравнениями.
Объединим уравнения следующим образом
(x1  x2) (x2  x3) (x3  x4) (x4  x5) (x5  x6) (x6  x7) =0
(y1  y2) (y2  y3) (y3  y4) (y4  y5) (y5  y6) (y6  y7) =0
(x1  y1)  (x2  y2)  (x3  y3)  (x4  y4)  (x5  y5)  (x6  y6)  (x7  y7)=0
Преобразуем уравнения
x1  x2=  (x1+ x2)=  (x1  x2)
 (x1  x2)=0, значит x1  x2=1
Первое уравнение можно преобразовать к виду
(x1  x2) (x2  x3) (x3  x4) (x4  x5) (x5  x6) (x6  x7) =1
Его решениями будут следующие наборы:
	X1
	X2
	X3
	X4
	X5
	X6
	X7

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Аналогично преобразуем второе и третье уравнения.
Получим
(y7  y6) (y6  y5) (y5 y4) (y4  y3) (y3  y2) (y2  y1) =1
(y1  x1) (y2  x2) (y3  x3) (y4  x4) (y5  x5) (y6  x6)=1
Решениями второго уравнения будут следующие наборы:
	y7
	y6
	y5
	y4
	y3
	y2
	y1

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	0

	0
	0
	0
	0
	0
	0
	1

	0
	0
	0
	0
	0
	1
	1

	0
	0
	0
	0
	1
	1
	1

	0
	0
	0
	1
	1
	1
	1

	0
	0
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Без учета третьего уравнения всего решений будут 8*8=64. Исключим решения, которые дают 0 в третьем уравнении.
64-7-6-5-4-3-2-1=36  
Ответ: 36
9. Сколько существует различных наборов значений логических переменных x1, x2, … x8, y1, y2, … y8, которые удовлетворяют всем перечисленным ниже условиям?
 
(x1 ∨ x2) ∧ ((x1 ∧ x2) → x3) ∧ (¬x1 ∨ y1) = 1
(x2 ∨ x3) ∧ ((x2 ∧ x3) → x4) ∧ (¬x2 ∨ y2) = 1
…
(x6 ∨ x7) ∧ ((x6 ∧ x7) → x8) ∧ (¬x6 ∨ y6) = 1
(x7 ∨ x8) ∧ (¬x7 ∨ y7) = 1
(¬x8 ∨ y8) = 1
 
В ответе не нужно перечислять все различные наборы значений переменных x1, x2, … x8, y1, y2, … y8, при которых выполнена данная система равенств. В качестве ответа Вам нужно указать количество таких наборов.
Рассмотрим решение первого уравнения. Последнюю скобку в уравнении выделим в отдельное уравнение и найдем решения для оставшейся части первого уравнения. 
Из восьми наборов нам подходят 4. Решение 100 мы не учитываем, так как в следующем уравнении мы встретим ( x2 ∨ x3) , что нулем быть не может.
	х1
	х2
	х3

	0
	0
	0

	0
	0
	1

	0
	1
	0

	0
	1
	1

	1
	0
	0

	1
	0
	1

	1
	1
	0

	1
	1
	1



 Будем добавлять последующие уравнения (без последней скобки). Получим решения:
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	х7
	х8

	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1

	0
	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1

	0
	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1

	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	0

	1
	0
	1
	0
	1
	0
	1
	1

	1
	0
	1
	0
	1
	1
	1
	1

	1
	0
	1
	1
	1
	1
	1
	1

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Осталось добавить уравнение:
(¬x1∨y1)*(¬x2∨y2)*(¬x3∨y3)*(¬x4∨y4)*(¬x5∨y5)*(¬x6∨y6)*(¬x7∨y7)* (¬x8∨y8)=1
х1→у1=1
Если х=0 то у - любое, т.е. 2 решения, а если х=1, то у только 1, т.е. 1 решение
	х1
	х2
	х3
	х4
	х5
	х6
	х7
	х8
	
	

	02
	1
	02
	1
	02
	1
	02
	1
	2*2*2*2
	16

	02
	1
	02
	1
	02
	1
	1
	1
	2*2*2
	8

	02
	1
	02
	1
	1
	1
	1
	1
	2*2
	4

	02
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	2

	1
	02
	1
	02
	1
	02
	1
	02
	2*2*2*2
	16

	1
	02
	1
	02
	1
	02
	1
	1
	2*2*2
	8

	1
	02
	1
	02
	1
	1
	1
	1
	2*2
	4

	1
	02
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	2
	2

	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1
	1


Ответ: 61
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