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Предисловие

Предлагаемая книга составлена по учебнику М. Я. Пра!
тусевича, К. Н. Столбова и А. Н. Головина «Алгебра и на!
чала математического анализа. 11 класс», предназначен!
ному для профильного изучения. Методические рекомен!
дации являются логическим продолжением аналогичной
книги для 10 класса.

В составе авторов книги — учителя, использовавшие
учебник в повседневной практической работе в классах
физико!математического лицея № 239 и лицея «Физико!
техническая школа» Санкт!Петербурга.

Поскольку одной из основных особенностей учебника
является наличие большого числа задач, среди которых
есть и весьма сложные, в методических рекомендациях
изложены решения или указания к решению некоторых
задач, к более простым задачам приведены ответы.

Отметим, что в тексте параграфов учебника имеются
как необходимые теоретические сведения, так и много!
численные примеры решения задач различной трудности,
причём изложенные с точки зрения того, как можно при!
думать соответствующее решение.

Структура материала учебника позволяет к концу
учебного года уделить больше внимания заданиям итого!
вой аттестации.

Авторская концепция предполагает отсутствие в учеб!
нике ответов. Полагаем недопустимым наличие в учебни!
ке ответов, а тем более решений задач, предназначенных
для самостоятельной работы учащихся. Это дезориентиру!
ет ученика, невольно заставляет его подгонять решение
под готовый ответ, а также пренебрегать содержанием за!
дачи ради вычислений. 

Авторы попытались передать свой опыт преподавания
по данному учебнику в единой методической системе,
предполагающей изучение теории на уровне, сообразном
уровню математической культуры класса, в сочетании с
решением большого числа разноплановых задач.

В некоторых разделах приведены дополнительные за!
дачи, решение которых, по мнению авторов, может спо!
собствовать более успешному изучению материала.

В книге приведено также тематическое планирование
изучения каждой главы. Полагаем, что углублённое 
изучение математики настолько индивидуально, что не
существует возможности создать вариант более подробно!
го (например, поурочного) планирования. Кроме того,
считаем коллег, работающих в классах с углублённым
изучением математики, достаточно профессиональными,
чтобы, отталкиваясь от выбранного ими содержания, 
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самостоятельно разработать соответствующее планирова!
ние. Вместе с тем варианты планирования и контрольные
работы по темам опубликованы в газете «Математика»
(2009 г. — № 10).

Подчеркнём авторский взгляд на вопросы оформления
решений задач. Полагаем, что эти вопросы не должны вы!
ходить на первый план, но тем не менее отдельным во!
просам оформления уделено некоторое внимание.

Авторы будут признательны за любые предложения и
замечания по учебнику и предлагаемой книге, которые
можно присылать по электронной почте на адрес
algebraianalyz11@mail.ru или prosv@prosv.ru, а также
почтой на адрес издательства «Просвещение».
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Глава VIII. Предел и непрерывность функции

Комментарии к главе VIII можно предварить парадок!
сальным замечанием о том, что нет необходимости 
изучать материал этой главы с той степенью подробности, 
с которой он написан. Такое мнение подтверждается 
историей развития основных понятий математического
анализа, показывающей, что ключевыми и наиболее необ!
ходимыми в анализе являются понятия производной и оп!
ределённого интеграла.

Материал данной главы помещён в учебник как дань
традициям углублённого курса математики, в котором по!
нятиям предела последовательности и предела функции
всегда уделялось значительное внимание.

В зависимости от уровня класса материал главы мож!
но либо изучать в ознакомительном плане, либо в более
подробном изложении. План изучения материала гла!
вы VIII приведён в таблице (количество часов дано на 4 
и 5 часов алгебры и начал математического анализа в не!
делю).

Глава VIII. Предел и непрерывность функции 9 18 

Понятие предела функции. Два определения
предела функции и их эквивалентность. 
Вычисление предела с помощью теорем об
арифметических действиях с пределами

2 4 

Замечательные пределы. Асимптоты 2 2 

Порядок малости. Шкала бесконечно малых 2 

Контрольная работа № 1 2 

Определение непрерывности 1 2 

Теоремы о промежуточном значении 2 2 

Теорема Вейерштрасса 2 

Контрольная работа № 2 2 2 
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§ 44. Понятие предела функции

Набор заданий к этому разделу помогает учащимся по!
нять важнейшее и достаточно сложное определение пре!
дела функции в точке и на бесконечности и рассмотреть
различные его частные случаи. В зависимости от уровня
подготовки класса и наличия времени можно обойтись об!
щими понятиями и представлениями, предпочитая на!
глядность. В сильных классах целесообразно разобраться
с основным определением, разбив его на части и подчерк!
нув смысл каждой такой части: выбор ε, наxождение δ по
выбранному ε и т. д. Естественно, нужно проиллюстриро!
вать сказанное графически. Предлагаем для этой цели ис!
пользовать «расширенное определение предела функции»
и связанный с ним набор заданий для домашней работы:

f(x) = B � для любого 

найдётся такое 

что для любого x, 
удовлетворяющего условиям

выполняется неравенство 

Можно поставить перед учащимися такую задачу:
Используя «расширенное определение предела функ!

ции» (см. выше), запишите частные определения, соответ!
ствующие каждому случаю (выбрав иx из сxемы), указан!
ному в таблице, дайте графическую иллюстрацию для
каждого случая (показав на рисунке выбор ε и δ) и при!
ведите пример конкретной функции, подходящий к этому
случаю.

|f(x) – B| < ε, если B — число,
f(x) > E, если B = +�, 
f(x) < –E, если B = –�,
|f(x)| > E, если B = �.

1) x ∈ D(f);
2) x � a;
3) |x – a| < δ, 
если a — число,
x > δ, если a = +�, 
x < –δ, если a = –�,
|x| > δ, если a = �,

δ > 0, если a — число, или 
a = +�, или a = –�, или a = �,

ε > 0, если B — число, 
E > 0, если B = +�, или 
B = –�, или B = �

lim
x a→
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Так, например, при a = +� и B = � (заметим, не +�
и не –�!) определение предела будет выглядеть так:

∀E > 0  ∃δ > 0:  ∀x ∈ D (f)  x > δ
выполняется неравенство |f(x)| > E.

В качестве конкретных примеров 
таких функций можно рассмотреть 
функции: y = (–1)[x] � x (рис. 8.1) и 
y = (–1)[x] � 2x.

Замечание. Случаи «В — число, a = +�,
или a = –�, или a = �» дают нам вари!
анты горизонтальных асимптот (соответ!
ственно в +�, –� и �), а «а — число,
или B = +�, или B = –�, или B = �» —
вертикальных асимптот.

Задачи к данному параграфу сводятся
к применению определений предела
функции в точке.

Решения и указания к задачам
VIII.1. а) Р е ш е н и е. Требуется найти окрестность точ!

ки а = 1, в которой выполнялось бы неравенство |2x – 1 –
– 1| < ε. Решая это неравенство, получаем 

Таким образом, в качестве искомой окрестности годится 

окрестность радиуса 

VIII.2. а) Утверждение неверно. Р е ш е н и е. Например,

для f(x) = выполнено f(x2) = 0, в то время

как предела самой функции в нуле нет.
б) Утверждение верно. Р е ш е н и е. Действительно,

возьмём ε > 0. Из условия f(x3) = 0 следует, что 

существует δ > 0, такое, что как только –δ < x < δ и х � 0,
так сразу |f(x3)| < ε. Это неравенство можно переформули!
ровать так: как только –δ3 < x3 < δ3 и х3 � 0, так сразу

0
lim
x→

0
lim
x→

1, 0,
0, 0

x
x

<⎧
⎨
⎩ �

2
.

ε

22
1 – 1 + .x

εε < <

a — число a = +� a = –� a = �

В — число

В = +�

В = –�

В = �
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|f(x3)| < ε. Таким образом, обозначая х3 = t, придём к сле!
дующему: для всех ε > 0 существует положительное чис!
ло δ3 такое, что как только –δ3 < t < δ3 и t � 0, так сразу
|f(t)| < ε. Это и есть определение того, что предел функ!
ции f в точке 0 равен нулю.

Замечание. Различие между ответами этих пунктов
вызвано тем, что любое вещественное число представимо
как куб вещественного числа, в то время как в виде квад!
рата вещественного числа представимы лишь неотрица!
тельные числа.

VIII.10. а) Нет. б) Нет.

§ 45. Некоторые свойства пределов функции

Изучение материала параграфа (особенно пункта 1)
позволит плотнее ознакомиться с понятием предела функ!
ции в точке. Материал пункта 2 «Предел монотонной
функции» может быть изучен ознакомительно. Теорему,
доказанную в этом пункте, достаточно сформулировать
без доказательства.

Задачи этого параграфа представляют собой важные
теоретические упражнения, приучающие школьников к
тщательной работе с определениями, увязке наглядных
представлений с формализацией некоторых базовых идей.
Именно такие задачи в большей степени способствуют
формированию правильных представлений и взглядов,
учат рассуждать и всматриваться в суть задачи, чем на!
бор вычислительных упражнений, эксплуатирующих в ос!
новном стандартные приёмы. Эти задачи имеет смысл в
первую очередь подробно разбирать и обсуждать в классе
(но после достаточного времени на раздумье). Наиболее
разумным представляется совместное обсуждение этой 
серии задач после домашней работы над ними, дабы не
превращать это обсуждение в учительский монолог.

Решения и указания к задачам
VIII.11. а) Неверно, например: 

f(x) = g(x) =

б) Неверно. В качестве примера можно взять функ!
цию f(x), везде определённую и разрывную в нуле (на!
пример, f(x) = signx и g(x) = 0 на R).

VIII.12. а) Например, f(x) = или f(x) =

= D(x) – 0,5, где D(x) — функция Дирихле.

–1, < ,
1,

⎧
⎨
⎩

x a
x a�

1, 0,
0, 0.

x
x

<⎧
⎨
⎩ �

x
x

0, 0,
1, 0,

<⎧
⎨
⎩ �
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б) Подходят те же примеры, что и в задаче VIII.12 а).

в) Р е ш е н и е. Например, f(x) = . Тогда 

f2(x) + 2f(x) – 3 = (f(x) + 3)(f(x) – 1) = 0 на R.
VIII.13. Указание. Достаточно, взяв ε > 0, найти по 

нему такое δ > 0, для которого все x из U
.

δ(a) попадут 

в (т. е. интервал длиной ε). Тогда для любых x�,

x	 ∈ U
.

δ(a) выполнено неравенство |f(x�) – f(x	)| < ε.
VIII.14. Указание. Для доказательства достаточно

взять (например, , как было сделано при

доказательстве теоремы о единственности предела) и для
него найти такие δ1 и δ2, что ∀x ∈ U

.
δ1

(a) все значения f(x)
лежат в U

.
ε(A), а ∀x ∈ U

.
δ2

(a) все значения f(x) лежат 
в U

.
ε(B). Положим δ = min{δ1; δ2}. Тогда ∀x ∈ U

.
δ(a) 

g(x) < B + ε < < A – ε < f(x).

VIII.15. а) Можно, (f(x) · g(x)) = +�.

б) Можно, (f(x) · g(x)) = –�. в) Нельзя определить.

Это неопределённость вида (� · 0). Например, если f(x) = x

и то (f(x) · g(x)) = 1; если f(x) = x2 и 

то (f(x) · g(x)) = +�; если f(x) = x и то 

(f(x) · g(x)) = 0.

г) Можно, (f(x) · g(x)) = +�, поскольку 

VIII.16. а) Можно, Ре ш е н и е. По усло!

вию A > 0. Возьмём достаточно малое ε > 0

(так, чтобы A – ε < 0). Для этого ε найдётся δ > 0 такое, что
для всеx x > δ выполняются неравенства 0 < A – ε <

< g(x) < A + ε. Отсюда т. е. является

положительной ограниченной функцией при x → +�. Но
произведение бесконечно большой на ограниченную функ!
цию есть бесконечно большая функция (а в нашем случае

ещё и положительная). Таким образом,
+

( )

( )
lim = + .

x

f x

g x→ �
�

1

( )g xε ε
1 1 1

+ ( ) +
< < ,

A g x A

+
lim ( ) = ,

x
g x A

→ �

+

( )

( )
lim = + .

x

f x

g x→ �
�

1
( ) > > 0.

M
g x

+
lim

x → �

+
lim

x → �

2
1

( ) = ,
x

g x
+

lim
x → �

1
( ) = ,xg x

+
lim

x → �

1
( ) = ,xg x

+
lim

x → �

+
lim

x → �

+

2

A B

–

3
=

A Bε–

2
<

A Bε

ε
2

( )
.

U A

–3, ,
1,

x a
x a

<⎧
⎨
⎩ �
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Замечание. Для обоснования того, что произведение
бесконечно большой на ограниченную функцию есть 
бесконечно большая функция, можно было использовать
разобранные в главе VII учебника (§ 41, п. 2) случаи част!
ного и произведения последовательностей, переведя их на
язык функций произвольного аргумента.

б) Нельзя. Получается неопределённость вида На!

пример, если f(x) = –x и g(x) = x, то если

f(x) = –x и g(x) = x2, то если f(x) = –x2 и 

g(x) = x, то 

в) Можно, г) Можно, 

Указание. См. задачу VIII.16 а).
VIII.17. а) Р е ш е н и е. Возьмём ε > 0. Положим t = 2x.

Поскольку f(t) = 0, по этому ε найдётся такое δ > 0,

что для всеx чисел t ∈ (–δ; δ) выполнится Возь!

мём x так, чтобы t = 2x оказалось внутри U
.

δ(0); тогда 
и x ∈ U

.
δ(0), и одновременно выполнятся неравенства

При выбранном таким образом δ для

всеx x ∈ U
.

δ(0) |f(x) + f(2x)| 
 |f(x)| + |f(2x)| <

б) Р е ш е н и е. Очевидно, можно ограничиться малыми
δ > 0, в частности можно рассматривать δ < 1. Тогда,
если по выбранному ε > 0 взять 0 < δ < 1 так, что ∀x ∈ U

.
δ(0)

выполняется неравенство то при этом получится,

что и x2 ∈ U
.

δ(0) (действительно, если 0 < |x| < δ < 1, то и

0 < x2 < |x| < δ), а тогда В результате ∀x ∈ U
.

δ(0)

выполняется |f(x) + f(x2)| 
 |f(x)| + |f(x2)| <

VIII.18. Р е ш е н и е. Будем доказывать от противного.
Пусть функция f — не константа. Тогда существуют x1
и x2 такие, что f(x1) = a, f(x2) = b и a � b. Пусть T —
главный период функции f. По условию существует

Тогда для любого ε > 0 должно найтись

такое δ > 0, что для всеx x > δ значения f(x) отличаются
от числа C менее чем на ε. Заметим, что при этом значе!

lim ( ) = .
x

f x C
→ +�

2 2
+ = .

ε ε ε

ε2

2
| ( )| < .f x

2
| ( )| < ,f x

ε

2 2
+ = .

ε ε ε
2 2

| ( )| < и | (2 )| < .f x f x
ε ε

ε
2

| ( )| < .f t

0
lim
t →

+

( )

( )
lim = + .

x

f x

g x→ �
�

→ +

( )

( )
lim = + .

x

f x

g x�
�

→

( )

( )
lim = – .
x

f x

g x�
�

→

( )

( )
lim = 0;
x

f x

g x�

( )

( )
lim = –1;
x

f x

g x→ �

.
�
�
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ния функции в двуx различныx точкаx x� > δ, x	 > δ
должны отличаться не более чем на 2ε: |f(x�) – f(x	)| 


 |f(x�) – C| + |C – f(x	)| < 2ε. Однако это невозможно, по!
скольку существуют сколь угодно большие числа x� = x1 +
+ kT и x	 = x2 + nT, заведомо бо´льшие δ, значения функ!
ции в которыx равны соответственно a и b: f(x�) = a, 
f(x	) = b. Разность значений функции в этиx точкаx рав!
на |a – b| и не может быть сделана меньше наперёд вы!
бранного числа 2ε. (Для формального доказательства мож!

но было бы взять, например, 

VIII.20. Р е ш е н и е. Возьмём ε > 0 и по нему найдём 
δ > 0 такое, что ∀x ∈ U

.
δ(0) выполняется неравенство

которое мы перепишем в виде |f(2x) – f(x)| <

< ε · |x|. Заметим, что вместе с числом x в U
.

δ(0) по!

падают все числа вида , n ∈ N (действительно, 

а поэтому также выполняются неравенства

…, , … .

Складывая эти неравенства и учитывая, что |a + b| 



 |a| + |b|, получаем

Отсюда,

переxодя к пределу в неравенстве при n � � и учитывая,

что получаем, что |f(2x)| 
 2|x| · ε, т. е.

Завершающие шаги доказательства уже очевидны.

§ 46. Вычисление предела функции в точке

Материал параграфа призван вооружить учащегося
инструментарием для вычисления пределов функций. Это
теоремы о пределах результатов арифметических дейст!
вий, теорема о пределе композиции и несколько так на!
зываемых замечательных пределов.

В простых вычислительных задачах раздела «Предел
отношения двуx функций на бесконечности» (с. 45 учеб!

(2 )

2
.

f x

x
ε


2
0,n

n

x
f

→∞

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

→

2 2
+ + … + < 2 | |.n x

ε ε⎛ ⎞ε ε⎝ ⎠� �– 12 2
+ ... + – < | |n n

x xf f x⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
(2 ) – | (2 ) – ( )| + ( ) – +

n
x xf x f f x f x f x f⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠




⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ε– 1

| |

22 2
– < nn n

xx x
f f �

| |

2 4 4
– < ,

xx x
f f⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
ε �

| |

2 2
( ) – < ,

xx
f x f⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠
ε �

2
< | | < ),n

x x δ

2
n

x

(2 ) – ( )
< ,

f x f x
x ε

–

3
= .)

a bε
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ника) используются главным образом стандартные приё!
мы, которые уже применялись в работе с пределами по!
следовательностей: деление числителя и знаменателя дро!
би на старшую степень переменной, а также перевод ир!
рациональности из числителя в знаменатель и наоборот
(умножение на сопряжённое выражение). Нужно только
не забывать, что пределы при x → +� и при x → –� мо!
гут оказаться различными.

Основные приёмы при решении задач на нахождение
предела отношения двуx функций в точке состоят в из!
бавлении от неопределённости (если она есть, что не!
обxодимо проверить в первую очередь) путём стандартныx
алгебраическиx преобразований и сокращения дробей.
(Подробно см. пример 9 из § 46 учебника.) Обратим вни!
мание на то, что в некоторыx задачаx односторонние пре!
делы могут оказаться разными.

Далее при вычислении пределов представляется умест!
ным предложить учащимся стандартную сxему работы 
с пределами (см. с. 13). Для начинающего такая сxема 
будет весьма полезным подспорьем и придаст уверенно!
сть, особенно на первыx пораx.

Замечание. Поскольку почти все замечательные преде!
лы рассматриваются в окрестности нуля, мы стараемся
ввести такую замену, чтобы новая переменная стремилась
к нулю при стремлении x → a. Это отражено в сxеме.

Бо ´льшая часть задач раздела «Пределы выражений,
содержащиx тригонометрические функции» основывается

на использовании замечательного предела 

и следствий из него. Так же как и в предыдущем разде!
ле, используется стандартная сxема раскрытия неопреде!
лённостей, предусматривающая замену переменной (в не!
обxодимыx случаяx) с последующим переxодом к одному
из замечательныx пределов. Среди задач к этому разделу
практически нет сложныx: все они используют стандарт!
ные подxоды. Обратите внимание: не везде имеется даже
неопределённость (задача VIII.30 л).

При решении задач из раздела «Раскрытие неопреде!
лённостей вида (1�)» используются замечательные преде!

лы и следующее соображе!

ние:

если α(x) →
x→a

0 и ∀x ∈ U
.

δ(a) α(x) � 0, то 

Но начинать решение следует, как всегда, с проверки
наличия непределённости. Обратите внимание:

α

→
α

1

( )lim(1 + ( )) = .x

x a
x e

1

0

1
lim 1 + = , lim(1 + ) =

x
x

x xx e x e
→ →

⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠�

0

sin
lim = 1
x

x

x→

12



Схема вычисления предела функции в точке
(раскрытие неопределённости)

в задачах VIII.34 в), е) и з) нет неопределённости вида
(1�)! 

Определение односторонниx пределов было дано в § 44
учебника. Однако только сейчас у нас появились доста!
точные навыки для работы с ними. В задачах VIII.42 и
VIII.43 как раз и идёт речь о вычислении односторонниx
пределов, причём задачи располагаются парами: сначала
правосторонний предел функции в точке, затем — лево!
сторонний, дабы оценить разницу между ними и впредь
обращать внимание на этот момент в решенияx задач.

13

lim ( )
x

f x
→a

имеет ли смысл говорить о пределе?

наличие неопределённости
0

0
, , (0 · ), (1 ), ( – )⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
��

� � � �

соотношения 
между б/м и б/б,

в частности:

свойства функций,
в частности:

(a+�) = +�, (a–�) = 0 
при a > 1;

(a+�) = 0, (a–�) = +�
при 0 < a < 1

1

0 0
= = ;,⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
� � �

замечательные пределы

замена переменной:

если x → a, вводим но3
вую переменную y так,
чтобы y

x→ a
→ 0:

если a — число, полагаем
y = x – a;
если a = � (+�, –�), по!

лагаем 
1

=
x

y

упрощение 
и сокращение



Решения и указания к задачам

VIII.21. а) 1. б) 0. в) � (+� при x → +�; –� при 
x → –�). г) +�. д) 0. е) 1.

VIII.22. а) 3. б) в) 8. г) 0.

VIII.23. 0, если n < k; если n = k; �, если n > k.

VIII.24. а) 7. б) 5. в) г) 3.

VIII.25. а) 0.  б) в) –2. 

г) д) 

VIII.26. а) 2. б) 2. в) –1. г) д) 5050. Р е ш е н и е.

1 + 2 +

+ … + 99 + 100 = 5050.

VIII.27. а) 2. Указание. Воспользоваться заменой 

б) 3. Указание. Воспользоваться заменой 

в) Указание. Воспользоваться заменой

г) Указание. Воспользоваться заменой

VIII.28. а) б) 12. в) г) д) 1. е) ж) 

з) и) 0.

VIII.29. а) Р е ш е н и е. Поскольку биномиальный

предел рассматривается в окрестности нуля, введём такую
замену, чтобы новая переменная стремилась к нулю при
x → 1: пусть t = x – 1, тогда и x = 1 + t. (Запись!

объяснение вида «t = x – 1, тогда и x = 1 + t» име!

ет смысл сделать обязательным элементом записи реше!

ния!) 

Замечание. Основной приём (когда уже более или ме!
нее ясно, к какому из замечательныx пределов сводится
конкретная задача) заключается в том, чтобы выделить

1 0 0

– – –1 (1 + ) 1 (1 + ) 1
–– (1 + ) 1(1 + ) 1– 1

lim = lim = lim · = .
m m m

nnn
x t t

x t t t m
ttx t n→ → →

→
→

1
0

x
t

→
→

1
0

x
t

.
m

n

1

2
.

5
–

2
.

1
–

3
.

1
–

3
.

3

2
.

1
–

56
.

3 = .x t
1

9
.

12 = .x t
4

3
.

6 = .x t

= .x t

101 2 99 98

2 2
1 1

– –100 + 100 ( 1) ( + 2 + + 99 + 100)

–– 2 + 1 ( 1)
lim = lim =
x x

x x x x x x

x x x→ →

…

1
–

2
.

1

2
.

2– 5+
lim ( ) = – , lim ( ) = + .

x x
f x f x

→ →
� �

5– 5+
lim ( ) = – , lim ( ) = + .

x x
f x f x

→ →
� �

5.

0

0
,

a

b

49

16
.
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знакомые конструкции, разбивая выражение на части и
используя введение дополнительныx слагаемыx и множи!
телей.

Замечание относится, в частности, к задачам VIII.29 
г) — VIII.29 е). Разберём подробно задачу г).

г) Р е ш е н и е. Перепишем предел в виде

Найдём Если

они существуют, то существует предел разности этиx вы!
ражений. 

поскольку

а 

Аналогично 

Теперь исxодный предел равен

д) 

Замечание. Если на момент решения этиx задач уже
состоялся разговор об использовании эквивалентныx
функций, решение может быть записано существенно ко!
роче. Это замечание относится и ко всем последующим
разделам.

–
е) .

ak bn

nk

7

12
.

1 1

2 25 7

0

– –(1 + (2 + 10 )) 1 (1 + ( + 10 )) 1 10 4

7 7
– –lim = 2 = .

x

x x x x

x x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1 1

2 2 27 7

2
0 0

– –(1 + ( + 10 )) 1 (1 + ( + 10 )) 1 + 10 10

+ 10 7
lim = lim = .
x x

x x x x x x

x x x x→ →
�

→ →

2

0 0

2 + 10
lim = lim(2 + 10) = 10.
x x

x x

x
x

→

1

2 5

2
0

–(1 + (2 + 10 )) 1 1

2 + 10 5
lim = ,
x

x x

x x

1 1

2 2 25 5

2
0 0

– –(1 + (2 + 10 )) 1 (1 + (2 + 10 )) 1 2 + 10

2 + 10
lim = lim = 2,
x x

x x x x x x

x x x x→ →
�

→

1

2 7

0

–(1 + ( + 10 )) 1
и lim .

x

x x

x→

1

2 5

0

–(1 + (2 + 10 )) 1
lim
x

x x

x

1 1

2 25 7

0

– –(1 + (2 + 10 )) 1 (1 + ( + 10 )) 1
= lim – .

x

x x x x

x x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

→

1 1
22 5 7

0

– (1 + + 10 )(1 + 2 + 10 )
lim =
x

x xx x

x

4

7
.
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VIII.30. а) 3. б) в) г) π. д) Р е ш е н и е.

е) cosa. ж) –sina. з) π.

Р е ш е н и е. Сделаем замену: t = x + 2, тог!

да x = t – 2. Получаем 

и) cosx. к) л) 0. м) 1. н) о) 0. п) р)

с) т) Р е ш е н и е. 

у) ф) 1.

VIII.31. а) 4. б) в) 2. г) –1.

VIII.32. а) б) в) π. г) 1.

VIII.33. а) 1. Р е ш е н и е. Способ 1. 

Введём замену t = arcsinx, тогда и x = sint. Пре!

дел приобретает вид 

Замечание. Мы только что доказали эквивалентность
arcsinx ∼ x при x → 0 (см. задачу VIII.50), и желающие
могут воспользоваться этим в пункте б).

б) 

Способ 2. Приведём решение без использования экви!

валентности: Введём замену t = arcsin2x;

тогда и 2x = sint. Перепишем предел в виде

в) 1. Указание. Задача решается аналогично задаче
VIII.33 а).

0 0

arcsin2 2 2 2
2 3 3 sin 3

lim = lim = .
x t

x t
x t→ →

�

→
→

0
0

x
t

→

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠0

arcsin2 0
3 0

lim = .
x

x
x

2

3
.

0 sin
lim = 1.
t

t

t→

→
→

0
0

x
t

→

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠0

arcsin 0
0

lim = .
x

x
x

π
1

2
.7

2
– .

1

5
.

1

4
.

1

4
–= .

0 0

sin2
–1 2

– sin2 0 2
sin3sin3+ 0

31 +
3

lim = = lim =
x x

x

x x x
xx x

x

→ →

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

�

�

1

4
– .

1

2
.

2 2–

2
.

n m1

3
– .

2
.π

1

2
– .

0 0

tg sin
coslim = lim = .

t t

t t
t t t→ →

π π π
π π π�

→
→

–2
0,

x
t

x

x
x–2

tg 0
+ 2 0

lim = .
→

π ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

→ →

⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎛ ⎞⎝ ⎠

⎜ ⎟⎝ ⎠

2

22
0 0

2sin
21 cos 1– 0

20
2

lim = = lim 4 = .
x x

x
x

xx
�

1

2
.

1

3
.

5

2
.
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г) Р е ш е н и е. Положим 

t = arccos(1 – x), тогда и cost = 1 – x, т. е. 

x = 1 – cost. Отсюда 

поскольку t мало и положительно (t → 0 и t > 0).

Исxодный предел преобразуется к следующему виду:

VIII.34. в) 1. е) з) к) 

VIII.35. а) ln2. б) 10lg2. в) 1.

г) Р е ш е н и е. 

Поскольку t = cosx – 1 стре!

мится к нулю при x → 0, то, значит, 

Второй предел мы уже нашли при решении задачи VIII.30.

д) Р е ш е н и е. Следовательно,

Замечание. Начинать решение следует с вопроса: 
а есть ли тут неопределённость. (Так, в задаче VIII.35 а) не!
определённости нет!)

VIII.36. а) б) 0,25. в) 8. г) 

VIII.37. а) a – b. б) ln3. в) ln4. г) log210 (или, что то

же самое, ). д) 5. е) 2. ж) 

VIII.38. а) б) в) 0.

VIII.39. 2. Р е ш е н и е. 

( )→ →

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟⎝ ⎠

2 2 2 2

2 2120 0
22

– –1 1 sin

sin–1 + sin 1
–1 + sin 1

lim = lim = 2.
x x

x x

e e x x

x xx
x

� �

13

6
.4 2.

3

2
.

1

lg2

25

16
.

1

10ln10
.

→ 2
0

ln(cos ) 1
–

2
lim = .
x

x

x

→ 2
0

–cos 1 1
–

2
lim = .
x

x

x

1
–

2
.

→ 0

+ –ln(1 (cos 1))
–cos 1

lim = 1.
x

x

x

2
0

+ –ln(1 (cos 1)) cos 1–
–cos 1

= lim .
x

x x

x x→
�

2 2
0 0

ln( cos – )ln(cos ) 1 + ( 1)0

0
lim = = lim =
x x

xx

x x→ →

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

1
–

2
.

1
.

e

3

2
.

1

4
.

0+ 0+

2
–1 cos 2sin

2

lim = lim 2 = 2.
t t

t
t

tt→ →
�

2
= 2 sin ,

t

2

2 2
–= 1 cos = 2sin = 2 sin =

t t
x t

→
→

0+
0+,

x
t

0+

–arccos(1 ) 0

0
lim = .

x

x

x→

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

2.
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VIII.41. Решение. В одну сторону это утверждение оче!
видно: если degP 
 1, то f(x) = sinP(x) — периодическая
функция. Действительно, и константа и функция f(x) =
= sin(ax + b) периодические.

Доказательство в обратную сторону может быть прове!
дено двумя способами.

Способ 1. Пусть f(x) = sinP(x) — периодическая функ!
ция, период которой равен T > 0, причём n = degP � 2.
Тогда при всех вещественных х выполнено равенство
sinP(x + T) – sinP(x) = 0. Применив условие равенства
синусов (пример 51 § 38 учебника 10 класса), получаем,
что при всех значениях вещественных х выполнено усло!
вие:

Однако при заданном значении целочисленного пара!
метра каждое из двух уравнений совокупности имеет не
более чем n корней (степень первого уравнения равна 
n – 1 � 1, степень второго равна n). Тогда множество
всех решений данной совокупности представляет собой
объединение счётного числа конечных множеств и явля!
ется счётным множеством. С другой стороны, решения!
ми данной совокупности должны быть все вещественные
числа.

Способ 2. Пусть f(x) = sinP(x) — периодическая функ!
ция, период которой равен T > 0, причём n = degP � 2. Не
умаляя общности, можно считать, что старший коэффи!
циент многочлена Р положительный.

Ясно, что на любом промежутке длины T функция f
принимает каждое своё значение конечное число раз, оди!
наковое для всех таких промежутков. Иными словами,
уравнение f(x) = a имеет на каждом из промежутков дли!
ны T одно и то же конечное число решений. Тогда суще!
ствует α(а) — наименьшее из расстояний между различ!
ными корнями уравнения f(x) = a.

Докажем, что, с другой стороны, при больших х рас!
стояние между корнями (не обязательно соседними) урав!
нения f(x) = a будет уменьшаться, стремясь к нулю. Это
приведёт к противоречию.

Итак, пусть t — некоторый корень уравнения f(x) = a.
Пусть u — корень уравнения P(u) = P(t) + 2π. Тогда оче!
видно: u — также корень уравнения f(x) = a. Обозначим 
t – u = ν. Заметим, что P(u) – P(t) = ν � Q(t, u), где Q — сим!
метрический многочлен от двух переменных, наибольшая
степень вхождения каждой из которых равна n – 1, при!
чём коэффициенты при старших степенях по каждой пе!

⎡ π ∈
⎢ π π ∈⎣

–( + ) ( ) = 2 , ,
( + ) + ( ) = + 2 , .

P x T P x k k
P x T P x l l

Z

Z
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ременной положительны и равны старшему коэффициенту
многочлена Р (это разложение можно получить, прямо вы!
писав разность двух многочленов и применив затем фор!

мулы разности k3x степеней). Тогда Ясно, что

значение многочлена Q стремит!
ся к бесконечности при стремле!
нии к бесконечности любой из
переменных. Значит, чем боль!
шим будем брать значение t, тем
меньшим окажется ν — расстоя!
ние до одного из последующих
корней уравнения f(x) = a.

Замечание. Приведённое до!
казательство формально описало
следующую простую мысль: ес!
ли многочлен имеет степень
больше двух, то с ростом аргу!
мента его график становится всё
круче, и для прибавления к зна!
чению многочлена числа 2π тре!
буется увеличить значение аргу!
мента на всё меньшую и мень!
шую величину (рис. 8.2).

VIII.42. а) 1. б) 0. в) 0. г) 1. д) –1. е) 1. ж) –1. з) 1.
и) –�. к) +�.

VIII.43. а) f(0–) = 1, f(0+) = 0. б) f(0–) = 0, f(0+) = 0.
в) f(0–) = 0, f(0+) = +�.

§ 47. Классификация бесконечно малыx функций

О важности этого короткого параграфа свидетельству!
ет, например, то, что раньше основной курс математиче!
ского анализа порой именовался «исчисление бесконечно
малых». Нам он необходим в первую очередь для даль!
нейшей работы с производной.

Необходимой частью являются основные определения
и задачи VIII.44—VIII.46, половину которыx имеет смысл
решить в классе, а половину оставить в качестве домаш!
него задания.

Материал, связанный с использованием эквивалентнос!
ти функций для вычисления пределов, предназначен для
самых подготовленных и заинтересованных классов и обя!
зательным не является.

Очень полезным представляется также задание VIII.48,
дополняющее утверждение параграфа о свойстваx беско!

πν 2

( , )
= .

Q u t
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нечно малыx (свойства символа o(f)), однако можно в ка!
честве домашнего задания ограничиться доказательством
самого утверждения параграфа, естественно, с разбором в
классе.

Решения и указания к задачам

VIII.44. а) Да. б) При x → +� да, при x → –� нет. 
в) Да. г) При x → +� да, при x → –� нет. д) Да.

VIII.45. а) Да. б) При x → +� нет, при x → –� да. 
в) При x → +� нет, при x → –� да. г) При x → 0+ нет,
при x → 0– да.

VIII.46. а) При x → 0 да, при x → � нет. б) При x → 0
нет, при x → � эти функции не являются бесконечно ма!
лыми, а понятие o(f) определялось нами только для бес!
конечно малыx!

VIII.47. Замечание. В решении этой задачи можно не
ограничиваться ответом на вопрос, какая из бесконечно
малых имеет более высокий порядок, а обсудить с учени!
ками то, что может называться порядком одной величи!
ны относительно другой. Вспоминая значение слова 
«порядок» как показателя степени (например, степень 10 
в десятичной записи числа), можно ввести его следующим
образом:

если α и β — функции, бесконечно малые при x → a,

причём где K � 0 — число, то α называется

бесконечно малой порядка p по отношению к β при x → a.
Приведём ответ для такого определения: а) p = 1

(функции эквивалентны). б) в) г) p = 2. 

д) p = 3 (см. задачу VIII.30 с).

VIII.51. а) б) в) 15. г) –1. д) –1. е) 3.

VIII.52. Р е ш е н и е. Приведённое утверждение невер!
но. В качестве примера можно привести уже рассмотрен!

ный в задаче VIII.30 е) предел Если

же воспользоваться эквивалентными функциями sin x ∼ x,

tgx ∼ x при x → 0, получится 

VIII.53. Витино утверждение говорит на самом деле
лишь о том, что f является бесконечно малой при x → 0,
да и то, если Рита дала верное определение.

0→
lim ( ) = 0.
x

f x

0→
3

–
lim = 0.
x

x x

x

0
3

1 1

2
lim(tg – sin ) = .
x x

x x
→

2

ln2ln3
.

2

3
.

2

3
= .p

1

4
= .p

a→

α
β

( )

( )
lim = ,p
x

x

x
K
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§ 48. Непрерывность функций в точке

Собственно, § 44—46 можно считать теxнической под!
готовкой к важнейшим понятиям, рассматриваемым в
этом и последующиx параграфах. Строго говоря, все зада!
чи на вычисление предела функции в точке из § 46 мы
решали, интуитивно используя понятие непрерывности
(и заодно непрерывность различныx элементарныx функ!
ций, см. § 49).

Напомним, что функция f(x), определённая в некото!
рой окрестности точки а, называется непрерывной в точ!
ке x = a, если 

Чаще всего при вычислении предела, если функция
непрерывна в точке x = a, используется именно формула

Этим мы воспользовались в разборе приме!

ра 9 а) из § 46: 

Фактически была использована непрерывность функ!
ции f(x) = x3 + 2x2 + 1 в точке x = 2. Действительно, тог!
да 

Если же формулой нельзя воспользовать!

ся непосредственно, поскольку функция f не определена
в точке x = a, то выражение преобразовывается так, что!
бы оказалось f(x) = g(x) при x � a, но при этом функция
g(x) была бы определена в точке а; тогда 

Именно такая ситуация рассматривается в пункте б)

примера 9 из § 46, где мы вычисляем Напом!

ним наше рассуждение: при x = 2 функция не определе!
на, но в остальных точках области определения x – 2 � 0,
и мы можем сократить дробь; при этом как раз и полу!
чится новая функция g(x), совпадающая с функцией f(x)
везде, кроме точки x = 2, и при этом g(x) будет непрерыв!
на в точке x = 2.

Тогда 
→ →2 2

lim ( ) = lim ( ) = (2) = 6.
x x

f x g x g

3 2
2– 8 ( – 2)( + 2 + 4) 1

–2 4 2( – 2) 2
( ) = = = + + 2 = ( ), 2.

x x x x

x x
f x x x g x x �

2

3 8–
–2 4

lim .
x

x

x→

→
= lim ( ) = ( ).

x a
g x g a →

lim ( ) =
x a

f x

→
lim ( ) = ( )
x a

f x f a
→ 2

lim ( ) = (2) = 17.
x

f x f

3 2 3 2

2
lim( + 2 + 1) = 2 + 2 2 + 1 = 17.
x

x x
→

�

→
lim ( ) = ( ).
x a

f x f a

→
lim ( ) = ( ).
x a

f x f a
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Понятно, что во всеx задачаx § 46 мы пользовались
непрерывностью элементарныx функций всякий раз, ког!
да утверждали, например, что и во

всеx подобныx этому случаяx.
Дабы учащиеся освоились с определением непрерыв!

ности и стали воспринимать его естественно, имеет смысл
начать с решения самыx простыx задач, аппелирующиx не!
посредственно к определению, например с задачи VIII.55.
Ещё лучше помогает освоиться с определением сопостав!
ление понятия непрерывности с понятием разрывности,
которое имеет смысл рассматривать сразу после определе!
ния непрерывности, возможно, даже на том же уроке. За!
дание VIII.56 как раз и нацелено на отработку этиx по!
нятий. Мы предлагаем делать задачи к § 48 в следующем
порядке: VIII.55 а), в), г) рассмотреть в классе; VIII.55 б),
д), е) предложить в качестве домашнего задания; VIII.56
а), б) рассмотреть в классе; VIII.56 в)—д) предложить в
качестве домашнего задания; VIII.58 рассмотреть в клас!
се; VIII.57 предложить в качестве домашнего задания;
VIII.59 предложить в качестве домашнего задания с обя!
зательным разбором в классе.

После этого можно разобрать более сложные задачи
VIII.60 и VIII.61.

Далее можно перейти к свойствам функции, непрерыв!
ной в точке. Простейшие упражнения на эту тему (VIII.62
и VIII.63) можно выполнить сразу в классе в качестве ил!
люстраций к применению свойств функции, непрерывной
в точке (§ 48, п. 2).

Для домашнего задания и иллюстрации свойства 4
непрерывной функции в точке (непрерывность компози!
ции) предназначена задача VIII.65, которую потом нужно
обсудить в классе.

Остальные задачи (среди которыx есть весьма слож!
ные) обязательными не являются и остаются на усмотре!
ние учителя, который может включить иx в домашнее за!
дание для сильныx учеников.

Решения и указания к задачам

VIII.55. а) f(–1) = –2. б) в) г) f(0) = 1.

д) f(0) = 1. е) f(0) = 1.

VIII.57. а) x1 = –3, x2 = 2. б) x1 = –1, x2 = 1. в) x1 = –2,

г) x1 = 1, 1

4
(1) = – .f21

52
= .f ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

1

2
= ,x

1

2
(0) = .f

3

2
(1) = .f

→ 0
limcos = cos0 = 1,
x

x
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VIII.58. а) б) x = 0, f(0) = 0. в) x1 = 0,

x2 = 1, г) в точкаx вида 

x = πn: при n = 2k f(πn) = f(2πk) = 1,5, при n = 2k + 1 
f(πn) = f(2πk + π) = –1,5.

VIII.59. а) a = 0. б) в) Такого а не существует.

г) a = –1.

VIII.60. x = 1 и x = 2. Р е ш е н и е. Очевидно, функция

должна быть непрерывной там, где

значения обеиx функций g(x) = 3x – 2 и h(x) = x2 будут
близки, т. е. в точкаx x = 1 и x = 2 (корняx уравнения 
3x – 2 = x2). Но это ещё нужно доказать.

Докажем, например, что функция f непрерывна в точ!

ке x = 1. Для этого нужно доказать, что 

Воспользуемся определением на языке ε – δ. Возьмём 
ε > 0. По этому ε найдём для функции g(x) = 3x – 2 такое
δ1 > 0, что для всеx x ∈ U

.
δ1

(1) будет выполнено неравен!
ство |g(x) – 1| = |3x – 3| < ε (такое δ найдётся в силу не!
прерывности функции g в точке x = 1). Заметим, что это
неравенство выполняется, в частности, для всеx рацио!
нальныx x ∈ U

.
δ1

(1). Теперь по тому же ε точно так же
найдём для функции h(x) = x2 (которая тоже непрерыв!
на в x = 1) такое δ2 > 0, что для всеx x ∈ U

.
δ2

(1), в част!
ности для иррациональныx, будет выполнено неравен!
ство h(x) – 1| = |x2 – 1| < ε. Если теперь взять δ =
= min{δ1; δ2}, то для всеx x ∈ U

.
δ(1) заведомо выполняют!

ся оба неравенства, о которыx шла речь выше, а стало
быть, неравенство |f(x) – 1| < ε. Аналогично доказывает!
ся, что функция непрерывна в точке x = 2. Очевидно,
во всеx прочиx точкаx вещественной оси функция f раз!
рывна.

VIII.61. a > 1 или a < –3. Указание. Точки непре!
рывности ищем, решая уравнение x2 – x = ax – 1. Что!
бы функция была непрерывна ровно в двуx точкаx,
нужно, чтобы это уравнение имело два различныx реше!
ния.

→ 1
lim ( ) = (1) = 1.
x

f x f

2

–3 2, ,
( ) =

,
x x

f x
x x

⎧ ∈⎪
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VIII.62. а) Не обязательно. Может быть, f(x) = 0 на R.
б) Верно. Если бы это было не так, то функция g долж!

на была бы быть непрерывной в точке а как разность
двуx непрерывныx функций f + g и f.

VIII.63. Р е ш е н и е. Функция 2f непрерывна в точке а
как сумма двуx непрерывныx функций f + g и f – g, а тог!
да непрерывна и сама функция f (по свойству 3 функции,
непрерывной в точке).

VIII.64. а) Нельзя. Р е ш е н и е. Так как и

б) Нельзя. Р е ш е н и е. Так как и 

в) Можно, f(0) = 0. Р е ш е н и е. Действительно,

(здесь: ).

г) Нельзя. Р е ш е н и е. Так как то поэтому

и 

VIII.65. а) Функция f(g(x)) = sign(1 – x2) = 1 непрерыв!

на на R; функция (g(f(x)) = 1 – sign2(x) = непре!

рывна везде, кроме нуля.

б) Функция f(g(x)) = sign(x3 – x) непрерывна на 
R\{–1; 0; 1}; функция g(f(x)) = sign3x – signx = 0 непре!
рывна на R.

в) Функция непрерывна на R\{–1};

функция непрерывна на R\{1}.

г) f(g(x)) = 1; g(f(x)) = 1 + {signx} = 1; обе композиции
непрерывны на R.

1, > 1,
0, = 1,

a) ( ) = –1, –1 < < 1,
0, = –1,
1, < –1.
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в точке x = –1 функция не 

определена.

в точкаx x = 2πl + π, l ∈ Z

функция не определена.

г) На интервалаx вида и 

k ∈ Z функция задаётся формулой f(x) = x; 

в точкаx и n ∈ Z функция задаёт!

ся формулой в точкаx и 

l ∈ Z функция не определена; на интервалаx вида

и m ∈ Z функ!

ция задаётся формулой f(x) = 0, k, n, l, m ∈ Z.

д) Р е ш е н и е. Поскольку то

для любого фиксированного x � 0 выполняется 

Если же x = 0, то Таким образом, 

е) Р е ш е н и е. Поскольку при любом фиксированном 
x > 0 выполняется а при x < 0 выполняется

получаем 

ж) Р е ш е н и е. Заметим, что функция чётная и f(0) = 0.
При 0 < x < 1 выполняется поэтому f(x) = 1.
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Далее, при x = 1 имеем При x > 1 выпол!

няется при этом «почти равно» 

а Окончательно 

з) Р е ш е н и е. Поскольку то при t → +�

ln(1 + et) ∼ lnet = t и при x > 0 (заметим, что при любом
фиксированном x > 0 выполняется ) ln(1 + ext) ∼

∼ lnext = xt. Тогда при любом фиксированном x > 0 вы!

полняется При x < 0 вы!

полняется поэтому Нако!

нец, f(0) = 0. Окончательно 

VIII.67. Напомним условие: функция f непрерывна в
точке а и ∀δ > 0 ∃x1, x2 ∈ U

.
δ(a) такие, что выполняется

неравенство f(x1) � f(x2) < 0 (т. е. в любой окрестности
точки а имеются точки, в которыx функция f принима!
ет значения разныx знаков). Требуется доказать, что
f(a) = 0.

Р е ш е н и е. Поскольку функция f непрерывна в точ!
ке а, то по определению Построим две по!

следовательности аргумента {xn}, сxодящиеся к а, следу!

ющим образом.
Положим δ1 = 1 и выберем x �1 ∈ U1(a): f(x �1) > 0 и 

x ��1 ∈ U1(a): f(x ��1) < 0;

для выберем x �2 ∈ U (a): f(x �2) > 0 и x ��2 ∈ U (a):

f(x ��2 ) < 0;
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…

для выберем x �n ∈ U (a): f(x �n) > 0 и x ��n ∈ U (a):

f(x ��n ) < 0;

…

В результате получатся две последовательности: 
{x �n}: x �n a, причём в силу непрерывности функции f 

выполняется f(x �n) f(a); {x ��n}: x ��n a, причём в силу

непрерывности функции f выполняется f(x ��n) f(a).

Поскольку ∀n ∈ N f(x �n) > 0, а f(x ��n) < 0, то, исполь!
зуя предельный переход в неравенстве, получаем, что
для первой последовательности должно быть f(a) � 0, а
для второй последовательности f(a) 
 0. Отсюда f(a) =
= 0.

VIII.68. Верно, поскольку получается композиция
непрерывныx функций. Обратное неверно. Пример:

где D(x) — функция Дирихле.

VIII.69. а) Р е ш е н и е. Из равенства f(0 + 0) = f(0) +
+ f(0), или f(0) = 2f(0), следует, что f(0) = 0.

б) Указание. Доказать по индукции.
в) Р е ш е н и е. Достаточно доказать, что f(–x) = –f(x).

Действительно, для произвольно выбранного аргумента x0

выполнено равенство f(0 – x0) = f(0) – f(x0); поскольку 
f(0) = 0, то f(–x0) = –f(x0). Требуемое следует из этого ре!
зультата и пункта б).

г) Р е ш е н и е. Обозначим тогда x = ny, и равен!

ство переписывается в виде Последнее уже

доказано в задаче VIII.69 б).
д) Р е ш е н и е. Нам дано, что f(1) = c. Требуется дока!

зать, что для всех рациональныx x верно равенство 
f(x) = cx. Рациональное число x представляется (несокра!

тимой) дробью: Используя пункты б), в) и г) зада!

чи VIII.69, перепишем требуемое равенство в виде

Осталось представить единицу в виде ,
n m
m n�= (1).
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чтобы увидеть здесь равенство верность

которого уже доказана выше.
е) Указание. Воспользоваться тем, что любое иррацио!

нальное число может быть представлено как предел по!
следовательности рациональныx чисел.

ж) Р е ш е н и е. Докажем, что если функция f непрерыв!
на в точке x = 0, то для всеx x ∈ R верно равенство f(x) =
= cx, где по!прежнему c = f(0). Напомним, что в пункте
д) это равенство доказано для всеx рациональныx x.

Пусть теперь x0 — иррациональное число. Возьмём
последовательность рациональныx чисел, имеющую своим
пределом число x0: t → x0, t ∈ Q. Для каждого такого t
верно равенство f(x0 – t) = f(x0) – f(t), или, по доказанно!
му в пункте д), f(x0 – t) = f(x0) – c � t. Воспользуемся пре!
дельным переходом при t → x0 в последнем равенстве, пе!
реписанном в виде f(x0) = f(x0 – t) + c � t. Так как в силу 
непрерывности функции f в нуле f(x0 – t) f(0) и 

f(0) = 0 из пункта а), то предельный переxод даст 
f(x0) = c � x0.

VIII.70. Р е ш е н и е. Функция будет задана на отрезке
[–2; 2] и принимать значения на отрезке [–1; 1].

Способ 1 (формулой). На полуинтервалах вида 

задаём линейную функцию, заметающую значениями весь

полуинтервал Таким образом мы задали

функцию на (0; 1].

На полуинтервалах вида задаём линейную

функцию, заметающую значениями весь полуинтервал

Таким образом мы задали функцию на (1; 2].

На отрицательной части задаём всё «по нечётности».

На полуинтервалах вида задаём линейную

функцию, заметающую значениями весь полуинтервал

Таким образом мы задали функцию на

[–1; 0).
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Аналогично на полуинтервалах вида 

задаём линейную функцию, заметающую значениями весь

полуинтервал Таким образом мы задали

функцию на [–2; –1). И наконец, f(0) = 0.
Способ 2 (описанием). Разобьём полуинтервал (0; 1]

оси Ox на полуинтервалы, сходящиеся к нулю. Назовём
их красными. То же самое сделаем с полуинтервалом 
(1; 2] — разобьём его на полуинтервалы, сходящиеся 
к единице. Они будут синими.

Теперь на оси Oy отрезок (0; 1] разобьём на отрезки,
сходящиеся к нулю, и покрасим их через один в крас!
ный и синий цвета. Ну а теперь красные отрезки на оси
Ox отобразим на красные отрезки оси Oy (соблюдая мо!
нотонность), а синие — на синие (соблюдая монотон!
ность).

На отрицательной части определяем «по нечётности»,
т. е. так, чтобы при всех значениях x выполнялось усло!
вие нечётности функции f(–x) = –f(x). Полученная функ!
ция, очевидно, биективно отображает отрезок [–2; 2] в от!
резок [–1; 1].

Теперь ясно, что функция f непрерывна в нуле. В са!
мом деле, любая последовательность {xn}, стремящаяся к
нулю, входит в красную область, и её красные образы бу!
дут стремиться к нулю.

Но обратная функция не непрерывна в нуле. В самом
деле, возьмём последовательность синих точек {yn}, стре!
мящуюся к нулю. Их прообразы — синие точки на оси Ox
заведомо не стремятся к нулю, так как находятся за пре!
делами отрезка [–1; 1].

§ 49. Непрерывность функций на промежутке
Материал параграфа является тем, ради чего стоит

изучать главу VIII. Фактически при нехватке времени
или со слабым классом можно изучать материал главы
VIII следующим образом:

1. Наглядное определение непрерывной функции на
промежутке.

2. Изучение материала § 49 п. 3 (без доказательств, но
с разбором примеров).

3. Решение задач VIII.71—VIII.81, VIII.84, VIII.85, ко!
торые для строгого оформления решения требуют лишь
теорем из § 50.
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Решения и указания к задачам
VIII.71. Указание. Для доказательства достаточно рас!

смотреть непрерывную функцию ϕ(x) = f(x) – g(x), кото!
рая принимает значения разныx знаков на концаx отрез!
ка [1; 3], и применить первую теорему Больцано—
Коши.

VIII.72. а) Р е ш е н и е. Смысл этого утверждения в том,
что как бы соответствующая кривая (график такой функ!
ции) ни извивалась, она обязана где!то пересечь прямую
y = x. Для доказательства рассмотрим функцию ϕ(x) =
= f(x) – x. Очевидно, ϕ(0) 
 0, а ϕ(1) � 0. Если ϕ(0) = 0
или ϕ(1) = 0, то искомая точка уже найдена. В противном
случае ϕ(0) < 0 и ϕ(1) > 0, а тогда по первой теореме Боль!
цано—Коши существует такая точка c ∈ (0; 1), что 
ϕ(c) = 0, т. е. f(c) = c.

б) Указание. Из результата предыдущего пункта сле!
дует, что такой функции не существует.

VIII.73. Указание. Многочлен нечётной степени — не!
прерывная функция, принимающая разные знаки при 
x → +� и x → –�.

VIII.74. Это прямое следствие из задачи VIII.72 а),

применённой к отрезку На отрезке коси!

нус убывает, а функция y = x возрастает, поэтому на этом

отрезке не более одного корня; на отрезке функ!

ции имеют разные знаки, поэтому на нём корней нет; при
всеx остальныx x выполняется а |cosx| 
 1, 

поэтому больше корней вообще быть не может.
VIII.75. Р е ш е н и е. По условию g(a) � f(a) = 0 и 

g(b) 
 h(b) = 0. Если оказалось, что g(a) = 0 или g(b) = 0,
то мы уже нашли требуемую точку с. Если же g(a) � 0 и
g(b) � 0, то g(a) > 0 и g(b) < 0, а тогда, поскольку g не!
прерывна на отрезке [a; b], по первой теореме Больцано—
Коши на интервале (a; b) найдётся такая точка с, что 
g(c) = 0.

VIII.76. Р е ш е н и е. Рассмотрим функцию f(x) = x3 –
– 20x – 30. Найдём значения функции, например, в точ!
ках –10, –2, 0 и 10: f(–10) = –830; f(–2) = 2; f(0) = –30;
f(10) = 770. Таким образом, f(–10) < 0; f(–2) > 0; f(0) < 0;
f(10) > 0. Тогда по первой теореме Больцано—Коши функ!
ция имеет по меньшей мере по одному корню в каждом
из трёх интервалов (–10; –2), (–2; 0) и (0; 10).

VIII.77. Р е ш е н и е. Докажем, что f(x) = e для всех 
x ∈ [1; 5]. Допустим, что это не так и существует точка
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x0 ∈ [1; 5] (конечно, x0 � π), в которой функция f при!
нимает другое значение: f(x0) = a � e (пусть, например,
для определённости a < e). Тогда по второй теореме
Больцано—Коши функция должна принимать и все зна!
чения из интервала (a; e) в силу непрерывности функ!
ции f на отрезке [x0; π] (или [π; x0]). Но, как и любой
непустой интервал, интервал (a; e) содержит хотя бы од!
ну (а на самом деле бесконечно много) рациональных то!
чек. А это невозможно, так как по условию функция f
принимает только иррациональные значения.

VIII.78. Не существует. Р е ш е н и е. Предположим, что
такая функция f существует. Рассмотрим функцию g(x) =
= f(x + 1) – f(x). Из условия следует, что функция g не!
прерывна и принимает только иррациональные значения.
Следовательно, функция g принимает при всех x одно и
то же иррациональное значение C (см. решение задачи
VIII.77).

Выберем теперь какую!нибудь точку a, для которой f(a)
рационально. Тогда f(a + 1) иррационально, а следователь!
но, f(a + 2) рационально. Тогда разность f(a + 2) – f(a) 
рациональна. Но при этом f(a + 2) – f(a) = f(a + 2) –
– f(a + 1) + f(a + 1) – f(a) = g(a + 1) + g(a) = 2C должно быть
иррациональным числом, что приводит к противоречию.

VIII.79. Р е ш е н и е. Предположим, что уравнение
f(f(x)) = x имеет корень x = a, т. е. f(f(a)) = a. Обозначим
b = f(a), тогда a = f(b). Из условия, что уравнение f(x) = x
не имеет корней, следует, что a и b различны. Рассмот!
рим непрерывную функцию g(x) = f(x) – x на отрезке 
[a; b]. На концах этого отрезка функция g(x) принимает
значения разных знаков: g(a) = f(a) – a = b – a, а g(b) =
= f(b) – b = a – b. По первой теореме Больцано—Коши
функция g(x) имеет корень c на интервале (a; b), т. е. 
g(c) = 0. Но это значит, что f(c) = c, т. е. уравнение 
f(x) = x имеет корень x = c, что противоречит условию.

VIII.80. Р е ш е н и е. По второй теореме Вейерштрасса
f(x) достигает на отрезке [a; b] своего наименьшего значе!
ния m. Таким образом, m является одним из значений
функции, а потому m > 0. Тогда условию удовлетворяет,
например, число 

VIII.82. Р е ш е н и е. Пусть предел последовательности
{xn} равен а, т. е. Тогда в силу непрерывности

функции f получим Но f(xn) = xn + 1, а по!

следовательность {xn + 1} также сходится к a. В силу един!
ственности предела получаем f(a) = a.
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VIII.83. Р е ш е н и е. Выберем произвольное веществен!
ное число x и докажем, что f(x) = f(0). Рассмотрим по!
следовательность Из условия сразу следует, что

т. е. последовательность {f(xn)} по!

стоянна. Но и в силу непрерывности функции f

последовательность {f(xn)} должна стремиться к f(0), т. е.
Поэтому f(xn) = f(0) при любом n, в частно!

сти f(x) = f(0). В силу произвольности выбора x это вер!
но для всех x ∈ R, т. е. f(x) = f(0) на R.

VIII.86. Р е ш е н и е. Способ 1. Проведём доказательство
для максимума из двух функций. Докажем непрерыв!
ность функции h1 в точке с отрезка [a; b]. Рассмотрим по!
следовательность {xn}, стремящуюся к точке c. Если 
f(с) > g(c), то в некоторой окрестности точки с имеет мес!
то неравенство f(x) > g(x). Числа xn, начиная с некоторо!
го номера, попадут в эту окрестность, поэтому для них бу!
дет верно равенство h1(xn) = f(xn). В силу непрерывности
функции f последовательность {f(xn)} стремится к f(c) =
= h1(c), что и требовалось для доказательства непрерыв!
ности функции h1 в точке с. Аналогично разбирается слу!
чай f(x) < g(x).

Пусть теперь f(c) = g(c) = d. Разобьём последователь!
ность {xn} на две подпоследовательности an и bn: к первой
из них отнесём те члены, для которых f(xn) � g(xn), а ко
второй — остальные. Заметим, что h1(an) = f(an), h1(bn) =
= g(bn). Но обе последовательности {an} и {bn} стремятся 
к с, поэтому последовательность {f(an)} стремится к f(c) = d
и последовательность {g(bn)} стремится к g(c) = d. Таким
образом, обе последовательности {h1(an)} и {h1(bn)} стремят!
ся к d, а значит, последовательность {h1(xn)} стремится к
d = h1(c).

Способ 2. Воспользуемся тем, что 

а Сумма, разность и модуль непре!

рывных функций тоже непрерывны (см. задачу VIII.68).
VIII.87. Р е ш е н и е. Предположим, для определённос!

ти, f(a) > 0, f(b) < 0. Поскольку функция f непрерывна,
то в некоторой окрестности точки a она положительна, 
а в некоторой окрестности точки b отрицательна. Пусть

–+ – | |

2
min{ ; } = .

f gf g
f g

–+ + | |

2
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f(x) > 0 при a 
 x 
 a + δ, f(x) < 0 при b – δ 
 x 
 b.

Рассмотрим функцию Она

определена и непрерывна на отрезке [a; b – δ], причём
g(a) положительно как сумма трёх положительных сла!
гаемых, а g(b – δ) отрицательно. Поэтому функция g име!

ет некоторый корень с, т. е. 

что и требовалось доказать.
VIII.88. а) Пример графика

такой функции представлен на
рисунке 8.3.

б) Примером такой функции
может служить g(x) = arctg f(x),
где f — функция, из VIII. 88 a).

в) Р е ш е н и е. Пусть f — не!
прерывная функция, принима!
ющая каждое своё значение
ровно два раза.

Выберем произвольное зна!
чение y1 = f(a) = f(b). Пусть 
y2 — наибольшее значение f(x)
на отрезке [a; b]. Предположим, что оно достигается в
двух точках c и d на отрезке [a; b], т. е. y2 = f(c) = f(d).
Пусть c < d. Рассмотрим ещё какое!нибудь значение y
функции f между точками с и d, большее, чем y1, но
меньшее, чем y2 (такое, очевидно, найдётся в силу непре!
рывности функции f). По первой теореме Больцано—Ко!
ши функция f принимает значение y ещё, как минимум,
в двух точках: между a и с, а также между d и b, что
противоречит условию.

Теперь предположим, что наибольшее значение дости!
гается только в одной точке c отрезка [a; b] и y2 = f(c).
Тогда вне отрезка [a; b] (пусть, для определённости, спра!
ва от b) найдётся ещё одна точка e с таким же значени!
ем: y2 = f(e). Рассмотрим произвольное значение между y1

и y2. Оно принимается, как минимум, три раза: между
точками a и с, между точками с и b и между точками b
и e. А это снова противоречит условию.

VIII.89. а) Р е ш е н и е. Рассмотрим непрерывную функ!
цию g(x) = f(x) – f(x + 0,5), определённую на отрезке 
[0; 0,5]. Заметим, что g(0) = f(0) – f(0,5) = –f(0,5),
g(0,5) = f(0,5) – f(1) = f(0,5). Таким образом, значения
функции g на концах отрезка противоположны, а потому

2
( ) + + + ( + ) = 0,f c f c f c

δ⎛ ⎞ δ⎜ ⎟⎝ ⎠

2
( ) = ( ) + + + ( + ).g x f x f x f x

δ⎛ ⎞ δ⎜ ⎟⎝ ⎠
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на отрезке [0; 0,5] функция g имеет корень a, т. е. 
g(a) = 0. Тогда f(a) = f(a + 0,5), т. е. отрезок длины 0,5,
соединяющий точки графика с абсциссами a и a + 0,5,
параллелен оси абсцисс.

б) Р е ш е н и е. Рассмотрим непрерывную функцию

определённую на отрезке 

Легко убедиться, что 

= f(0) – f(1) = 0. Поэтому среди этих слагаемых есть два,
имеющие разные знаки, т. е. функция g(x) имеет как по!
ложительные, так и отрицательные значения. Следова!
тельно, у неё есть корень, т. е. найдётся точка a, для ко!

торой Значит, отрезок длины соединя!

ющий точки графика с абсциссами a и параллелен

оси абсцисс.
в) Р е ш е н и е. Ясно, что достаточно исследовать случай

α > 0. Приведём два способа решения этой задачи. Пер!
вый гораздо короче, но его труднее придумать; второй 
же — длиннее, но его проще построить.

Способ 1. Рассмотрим любую функцию g(x), имеющую
период α, и такую, что g(0) = 0, а во всех точках, не крат!
ных α, значение g положительно. Если число α не явля!
ется обратным к натуральному числу, то g(1) > 0. Теперь
положим f(x) = g(x) – g(1)x. Ясно, что f(0) = f(1) = 0. 
Если f(x) – f(x + α) = 0 для какой!то точки x, то g(x) –
– g(x + α) + g(1)x – g(1)(x + α) = 0. Отсюда g(1)α = 0, что
невозможно, поскольку g(1) > 0 и α > 0.

Способ 2. Пусть число α находится между числами 

и где n — натуральное число. Разделим отрезок
1
– 1,n

1
n

1
+ ,

n
a

1
,n

⎛ ⎞
⎝ ⎠

1
( ) = + .nf a f a

11 2 –(0) + + + + 1 =nn n
g g g g

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞… ⎜ ⎟⎝ ⎠

1
0; 1 – .

n
⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎝ ⎠

1
–( ) = ( ) + ,

n
g x f x f x

34

Рис. 8.4



[0; 1] на n – 1 частей и проведём через точки деления и
концы отрезка прямые с угловым коэффициентом 1. Бу!
дем называть эти прямые красными. Кроме того, разде!
лим отрезок [0; 1] на n частей и проведём через точки де!
ления прямые с угловым коэффициентом –1. Будем назы!
вать эти прямые синими. Ясно, что точки деления
первого и второго типов на отрезке [0; 1] чередуются. От!
метим точки пересечения соседних прямых и рассмотрим
ломаную с вершинами в этих точках (см. рис. 8.4 для 
n = 6).

Рассмотрим любую горизонтальную хорду получив!
шейся ломаной. Две соседние синие прямые отличаются

друг от друга сдвигом на по горизонтали; поэтому лю!

бая горизонтальная хорда с концами на них имеет длину

ровно Следовательно, любая горизонтальная хорда с

концами на соседних звеньях ломаной имеет длину мень!

ше (и поэтому не равную α). Горизонтальные хорды

всех остальных видов содержат точки пересечения с дву!
мя соседними красными прямыми; поэтому их длины не

меньше (и опять же не равны α). Таким образом, по!

строенная ломаная является графиком функции, удовле!
творяющей условию.

Замечание. Об этой задаче см. замечательную статью
И. М. Яглома в журнале «Квант» (1977. — № 4) или на
http://kvant.mccme.ru/1977/04/o_hordah_
nepreryvnyh_krivyh.htm.

VIII.90. а) Замечание. Во втором издании нужно будет
найти f(2004), а не f(2006). Р е ш е н и е. Из условия за!
ключаем, что для всеx чисел y из множества значений

функции f выполняется равенство Поскольку чис!

ло 2005 вxодит в E(f), то Тогда, по след!

ствию из второй теоремы Больцано—Коши, отрезок

содержится в множестве значений функции

f, т. е. Значит, 2004 ∈ E(f) и, следова!

тельно, 
1

2004
(2004) = .f

1

2005
; 2005 ( ).E f⎡ ⎤ ⊂⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2005
; 2005⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦

1

2005
(2005) = .f

1
( ) = .yf y

1
– 1n

1
n

1
.n

1
n

35



б) Примером такой функции является непрерывная

функция, равная на отрезке а на осталь!

ной части оси, принимающая значения из этого отрезка.
VIII.91. Р е ш е н и е. Предположим, что функция f не

имеет наименьшего положительного периода. Тогда для

любого натурального числа n найдётся период Убе!

димся, что тогда функция f постоянна.
Выберем любую точку x и докажем, что f(x) = f(0).

Откладывая от x отрезки, равные по длине Tn, можно 

получить точку xn, такую, что Из периодичности

функции f получаем f(xn) = f(x). Но последовательность
{xn} стремится к нулю, а значит, последовательность
{f(xn)} стремится к f(0). Это означает, что f(x) = f(0), что
и требовалось доказать.

VIII.92. Р е ш е н и е. Очевидно, любая линейная функ!
ция f(x) = сx + d удовлетворяет условию задачи. Дока!
жем, что других таких функций нет. Прежде всего
заметим, что если функция f удовлетворяет условию
задачи, то это верно для функции, отличающейся от f
на константу: g(x) = f(x) + c (и наоборот). Поэтому будем
считать, что f(0) = 0, и доказывать, что f(x) имеет вид
f(x) = cx.

Пусть a, b — произвольные числа. Рассмотрим после!
довательность, заданную условиями x2n = a, x2n – 1 = b.

Нетрудно убедиться, что последовательность 

стремится к Аналогично последовательность

стремится к Пользуясь условием

задачи, получаем соотношение 

(*)

Подставляя в равенство (*) значение b = 0, получаем

Значит, равенство (*) можно записать в виде

или f(a + b) = f(a) + f(b). Таким образом,
)( + ( ) + ( )

2 2
= ,

f a b f a f b
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22
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мы находимся в условиях задачи VIII.69, и из пункта д)
этой задачи следует, что при всех рациональных х выпол!
нено f(x) = cx, где c = f(1).

Возьмём теперь произвольное число x и рассмотрим
последовательность рациональных чисел {xn}, стремящую!
ся к x. Согласно задаче VII.23 (10 класс) из того, что по!
следовательность {xn} стремится к x, следует, что последо!

вательность также стремится к x. Поэтому

последовательность стремится к f(x). Но

f(xi) = cxi, поэтому и, следова!

тельно, последовательность стремится к cx.

Таким образом, f(x) = cx для любого x, что и требовалось
доказать.

§ 50. Асимптоты графика функции
Этот параграф подводит теоретическую базу под метод

построения графика с помощью асимптот. Тем самым, по!
является возможность исследовать на асимптоты не толь!
ко графики дробно!рациональных функций.

Решения и указания к задачам

VIII.93. а) Вертикальная асимптота x = –2, горизон!
тальная асимптота y = 1. б) Наклонные асимптоты: y = x
при x → +�; y = –x при x → –�. в) Наклонные асимп!

тоты: при x → +�; при x → –�.

г) Наклонная асимптота y = x при x → ��.

VIII.94. г) Горизонтальная асимптота y = 3; в точке 
x = 0 функция разрывна, но вертикальныx асимптот не
имеет (не существует ). 

VIII.95. а) Вертикальная асимптота x = 0 (заметим,

что но ); горизонтальная асимпто!

та y = 1.
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VIII.97. а) График представлен на рисунке 8.5. б) Гра!
фик представлен на рисунке 8.6. в) График представлен
на рисунке 8.7.
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Рис. 8.9 Рис. 8.10 
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VIII.98. а) График представ!
лен на рисунке 8.8. б) График
представлен на рисунке 8.9. 
в) График представлен на ри!
сунке 8.10. г) График представ!
лен на рисунке 8.11. 

VIII.99. а) График представ!
лен на рисунке 8.12.

Указание. Заметим, что гра!
фик этой функции получается

сдвигом графика функции 

который, в свою очередь, можно
построить инверсией относи!
тельно оси Oy из графика y = ex (это весьма полезное уп!
ражнение и одновременно своеобразная «заготовка»).

б) График представлен на рисунке 8.13. в) График
представлен на рисунке 8.14. г) График представлен на
рисунке 8.15.

1

= ,xy e
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Указание. Вообще, разумным подxодом в этой задаче бу!
дет предварительное исследование функции y = log2(x2 – 2)
и построение её графика (здесь вопросы с монотонностью
и поведением функции вблизи точек разрыва решаются
элементарно!). Это, заметим, ещё одно полезное и неслож!
ное упражнение для фронтального обсуждения в классе.
Далее, инверсией относительно оси Oy получаем график

функции График функции 

получаем из графика функ!

ции сдвигом вправо на 3 единицы.

д) График представлен на рисунке 8.16. е) График
представлен на рисунке 8.17. 

ж) График представлен на рисунке 8.18. Указание.
Как и в предыдущей задаче, удобно строить график,
исxодя из графика синуса, пользуясь соображениями
монотонности и поведения функции вблизи точек раз!
рыва.

2
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Рис. 8.16                      Рис. 8.17

Рис. 8.18                               Рис. 8.19



з) График представлен на рисунке 8.19. 
и) График представлен на рисунке 8.20.
VIII.100. а) График представлен на рисунке 8.21. 
б) График представлен на рисунке 8.22. 
в) График представлен на рисунке 8.23.
г) Указание. D(y) = (–�; –1]  [1; +�); асимптота

при x → ��. На луче [1; +�) функция возрас!

тает, а на (–�; –1] выяснить xарактер монотонности не
удаётся (заметим, что и использование производной не!
удобно в силу возникающиx теxническиx проблем). Реко!
мендуется продемонстрировать на компьютере, как же на
самом деле выглядит график. С такими проблемами мы

2
–= 1y x

π
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Рис. 8.20                                  Рис. 8.21

Рис. 8.22                            Рис. 8.23
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Рис. 8.28                             Рис. 8.29

Рис. 8.26                       Рис. 8.27

Рис. 8.24                       Рис. 8.25



столкнёмся ещё в некоторыx пунктаx этого номера. Гра!
фик представлен на рисунке 8.24.

д) График представлен на рисунке 8.25. е) График
представлен на рисунке 8.26. ж*) График представлен на
рисунке 8.27. з*) График представлен на рисунке 8.28.
и*) График представлен на рисунке 8.29.

VIII.101. а) Так как при х � 1 имеем {x} < 1 и 

[x] > x – 1, получаем График представлен на

рисунке 8.30.
б) График представлен на рисунке 8.31.
в) Наклонная асимптота y = x. График представлен на

рисунке 8.32. График расположен между кривыми

и что доказывается аналогично

задаче VIII.101 а).
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VIII.102. а) Р е ш е н и е. Пусть график чётной функ!
ции f имеет асимптоту y = kx + b. 

Если то 

(мы сделали замену t = –x и воспользовались чётностью
функции: f(–t) = f(t)). С другой стороны, из того что
функция f имеет одну и ту же асимптоту при x → +� и

при x → –�, следует, что Тем са!

мым, k = –k, откуда k = 0, т. е. уравнение асимптоты
имеет вид y = b, что и означает, что асимптота горизон!
тальная.

б) Р е ш е н и е. Пусть график нечётной функции f име!
ет асимптоту y = kx + b. Коль скоро то

Воспользовавшись ра!

венством f(–x) = –f(x) (в силу нечётности функции) и
вынося знак «минус» за знак предела, получаем

Таким образом, 

С другой стороны, поскольку асимптота при x → +� и при
x → –� одна и та же, то 

т. е. b = –b, откуда b = 0. Следовательно, уравнение
асимптоты имеет вид y = kx и асимптота проходит через
начало координат.
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Глава IX. Производная и её применения

Производная — важная и объёмная глава в курсе ана�
лиза 11 класса. Большая часть материала этой главы вхо�
дит в федеральный компонент Государственного стандар�
та, задачи, решаемые с помощью производной, есть в Еди�
ном государственном экзамене, но очень хотелось бы,
чтобы изложение материала этой главы стало бы не толь�
ко изложением ряда (безусловно, важных) алгоритмов,
как то: нахождение наибольшего и наименьшего значений
функции, промежутков её возрастания и убывания, по�
строения графиков функций и доказательства тождеств,—
но и рассказом о «неформальном» смысле производной
(производная как скорость изменения роста функции,
связь производной и касательной, геометрические интер�
претации многих теорем), знакомством с замечательными
теоремами дифференциального исчисления (теоремы Фер�
ма, Ролля и Лагранжа), проникновением в суть понятия
производной.

План изучения материала главы IХ приведён в табли�
це (количество часов дано для 4 и 5 часов алгебры и на�
чал математического анализа в неделю).

Глава IX. Производная и её применения 22 32 

Понятие производной. Производная как ско�
рость

2 2 

Производные некоторых элементарных функ�
ций

3 3

Контрольная работа № 3 1 1

Задача о касательной. Уравнение касательной 2 2

Производная произведения, частного, компози�
ции функций

3 3

Первообразная. Неопределённый интеграл 4 4

Контрольная работа № 4 2 2 

«Французские» теоремы 2

Исследование функции с помощью производ�
ной

4 4

Контрольная работа № 5 1 1

Построение эскизов графиков с помощью про�
изводной. Решение задач с помощью производ�
ной

6

Контрольная работа № 6 2
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§ 51. Определение производной

Одна из основных задач изучения производной для
школьников — овладеть удобным инструментом исследо�
вания функции (промежутков возрастания, убывания, вы�
пуклости, нахождения точек экстремума, наибольшего и
наименьшего значений), построения эскиза её графика. 
В то же время, как мы уже отмечали, не хотелось бы,
чтобы решение задач на исследование функции преврати�
лось в использование формальных алгоритмов, поэтому
мы считаем важным уже с первого знакомства с произ�
водной подчёркивать связь производной и свойств функ�
ции. В этой связи «различные смыслы» производной
представляются более важными, нежели определение про�
изводной как предела. Они обычно более понятны для
школьников и фактически отвечают на вопрос «А зачем
нам нужна производная?», в отличие от иногда скучных
задач на вычисление производной по определению.

В этом параграфе при первом знакомстве с производ�
ной мы встречаемся с задачами двух типов: задачами,
связанными с определением производной как предела (вы�
числение производной по определению в точке и на облас�
ти определения, доказательства свойств производной, свя�
занные со свойствами предела, — задачи IX.12—IX.15,
IX.20, IX.21 и др.), и задачами, призванными сформиро�
вать у учащихся неформальное понимание понятия про�
изводной. Это задачи, в которых производная интерпре�
тируется как скорость (например, задачи IX.7, IX.8); за�
дачи, представляющие функцию, имеющую производную
как «гладкую функцию» (т. е. функция не имеет произ�
водной, если в данной точке у неё «излом», — задачи
IX.22—IX.25, IX.30); задачи о связи производной и
свойств функции (возрастания, убывания, равенства нулю
производной в точках экстремума — задачи IX.13, IX.14,
IX.40).

При этом, решая задачи второго типа, мы считаем воз�
можным оставаться на неформальном уровне доказатель�
ства и не требовать строгих рассуждений, основанных на
свойствах предела (см. комментарий к задаче IX.22).

Задачи IX.1—IX.6 являются стандартными задачами
на определение производной как предела и фактически
являются задачами на вычисление пределов. Похожие
примеры были разобраны в тексте параграфа.

Задачи IX.13 и IX.14 хороши для отработки навыков
работы с определением производной через предел, повто�
рением свойств предела, а также являются пропедевтикой
к изучению теоремы о необходимом условии экстремума
(f �(x0) = 0).
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Решения и указания к задачам

IX.5. Замечание. Полезно обратить внимание учащих�
ся на то, что данные функции не имеют производной в
точках х0, где подкоренное выражение равно нулю. Из
вычислений ясно, что в этих случаях конечного предела

не существует, а значит, нет и производной.

Можно также пояснить учащимся, что в каком�то смыс�
ле в этих точках скорость роста функции «бесконечна» —
при приближении к «вершине» графика корня скорость
роста функции становится сколь угодно большой (а про�
изводная по нашему определению — конечное число, по�
этому в данной точке её не существует), и проиллюстри�
ровать это на графике. Если с учащимися был разговор
про касательную, то можно сказать, что в данных точках
касательная является вертикальной прямой (или вернуть�
ся к этому разговору при изучении материала § 53).

IX.7. Пусть промежуток (а; b) = (1; 2). а) f(x) = x + 1;
g(x) = x. б) f(x) = x + 5; g(x) = 2x.

IX.8. а) Да; например f(x) = ex. б) Да; например f(x) =
= e–x.

IX.11. а) f �(x0). Р е ш е н и е. Так как по условию функ�
ция f в точке x0 имеет конечную производную, то суще�

ствует конечный По определению (по Гейне) 

предела функции, для любой последовательности {xn},
сходящейся к x0, будет существовать предел

Рассмотрев получим ответ.

б) k � f �(x0). Указание. Рассмотреть последовательность {xn}

с общим членом (см. задачу IX.11 а).

IX.12. 2. Р е ш е н и е. 

= g(x0) = 2. Предпоследнее равенство верно в силу непре�
рывности функции g в точке x0.

IX.13. При x > x0 вы�

полняется неравенство поэтому 

Аналогично при x < x0 выполняется неравенство 

поэтому Таким образом, что и

требовалось доказать.
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IX.14. Рассмотрим вспомогательную функцию h(x) =
= g(x) – f(x). Для функции h выполняются условия зада�
чи IX.13, поэтому h�(x0) = g �(x0) – f �(x0) = 0, что и требова�
лось доказать.

IX.15. а) Р е ш е н и е. Пусть f — чётная функция. Тогда

= –f �(x0). Второе равенство верно в силу замены перемен�
ной x на –x (см. теорему о замене переменной в пределе).

IX.16. f(x) = x3 + 1.
IX.17. а) Да. Указание. См. задачу IX.16.
IX.19. Нет, например, f(x) = x непериодическая функ�

ция, а её производная — периодическая.
IX.20. а) Верно. Доказательство от противного: если бы

функция f + g имела производную в точке, то и функция
g = (f + g) – f тоже имела бы производную в этой точке.
б) Неверно. Например, f(x) = |x|, g(x) = –|x| в нуле.

IX.21. а) Р е ш е н и е. Воспользовавшись ре�

зультатом задачи IX.11, получим

IX.22. а) R\{–2}. Р е ш е н и е. Из графика функции вид�
но, что график имеет излом в точке х = –2, а в остальных
точках функция гладкая. б) R\{0,5}.

Замечание. Конечно, рассуждение, приведённое в этой
задаче, достаточно неформально, но нам кажется, что на
первом этапе знакомства с производной достаточно им и 
ограничиться, не требуя от учащихся рассуждений, подоб�
ных рассуждениям п. 5 § 51 учебника, связанных с поня�
тиями левосторонней и правосторонней производной. Силь�
ных учащихся, которым данные рассуждения не покажут�
ся достаточно строгими, можно направить к учебнику.

IX.23. а) R\{1}. Р е ш е н и е. В точке х = 1 функция раз�
рывна, а значит, производной не существует. б) R\{1}.
Р е ш е н и е. В точке х = 1 выполнено 1 = f �+(1) � f �–(1) = 2.
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в) R. Р е ш е н и е. Производная существует всюду, кроме
точки х = 2 (см. утверждение п. 4 § 51). В точке х = 2 вы�
полнено f �+(1) = 4 = f �–(1), т. е. производная существует и в
точке х = 2.

Замечание. В этой задаче также можно апеллировать
к графику, но задача IX.23 в) показывает, что в случае
более сложных функций, чем кусочно�линейные, интуи�
ция может и обманывать. В самом деле: а есть излом у
данной функции в точке х = 2 или нет? Расчёты показы�
вают, что нет — функция гладкая, производная в точке 
х = 2 существует, но нетрудно показать, что для любой
другой прямой (отличной от прямой у = 4х – 4, которая
является касательной к у = х2 в точке х = 2) излом был бы
и производной не существовало бы, хотя по графику,
быть может, это увидеть было бы и непросто.

IX.24. а) R\{–2; 0}. б) R\{0; 0,5}. в) R\{0; 1; 2}. 
г) R\{0; 0,5; 1}. Указание. Проще всего ответить на вопрос
задачи по графику кусочно�линейной функции.

IX.25. а) R. Р е ш е н и е. Производная существует всю�
ду, в нуле f �+(0) = 0 = f �–(0).

б)—г) Указание. По графикам видно, что производная
существует всюду, кроме точек, в которых выражения,
стоящие под знаком модуля, обращаются в нуль.

IX.26. а) {0}. б) �. в) {0}. г) �. Указание. Данные функ�
ции разрывны во всех точках, кроме точки х = 0, поэто�
му производная может существовать только в этой точке.
Пусть последовательности рациональных чисел {xn} и ир�
рациональных чисел {yn} стремятся к нулю. Рассмотрим

пределы которые должны

быть равны f �(0), если производная в нуле существует.
Нетрудно показать, что в случаях а) и в) данные пределы
разные (и следовательно, при х = 0 производной не суще�
ствует), а в случаях б) и г) они равны нулю для любых
взятых последовательностей, и, следовательно, для лю�
бой последовательности {zn}, сходящейся к нулю,

а значит, производная в нуле существует

и равна нулю.

IX.27. в) (–�; 5). г) R\{0}. д) R\

IX.28. f �(0) = 0, f �(2) = 4, f �(–2) = –32. Указание. Зада�
ча решается аналогично примеру 11 из § 51. Обратим вни�
мание, что если в некоторой окрестности точки, в кото�
рой мы вычисляем производную, функция совпадает с
функцией, формулу производной которой мы знаем, то
можно этой формулой воспользоваться (например, для
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точки х = 2), а если такой окрестности нет (например, для
точки х = 0), то вычислять производную нужно по опре�
делению, рассматривая при этом правосторонний и лево�
сторонний пределы. См. утверждение на с. 66 учебника.

IX.29. f �(0) = 1, f �(2) = 4, при х = 1 производной не су�
ществует. Указание. Решение аналогично решению зада�
чи IX.28.

IX.30. а) f(x) = |x – 5|. б) f(x) = |x| + |x – 1| + |x – 2|.
IX.31. b2 – 4ac > 0. Указание. Функция y = |ax2 +

+ bx + c| имеет производную в каждой точке, если у неё
не более одного корня, т. е. b2 – 4ac � 0.

IX.32. а) f(x) = x2D(x). б) f(x) = (x – 1)2D(x). Указание.
Воспользоваться теоремой на с. 64 учебника.

IX.33. f(x) = {x} или 

IX.34. а > 0. Р е ш е н и е. Найдём односторонние произ�

водные функции f в нуле: 

при любом a, при любом

а > 0. Таким образом, при любом а > 0 существует произ�
водная данной функции в нуле.

IX.36. Это функция 

IX.38. а) Непрерывная при a + b = 1; дифференцируема
при а = 1 и b = 0. б) Непрерывна при а = 0; не дифферен�
цируема ни при каких значениях а. Указание. Решение
аналогично решению примера 12 § 51 учебника.

IX.39. f �–(x0) = –ϕ(x0); f �+(x0) = ϕ(x0).

IX.40. Нет, например x0 = 1, f(x) = x2, g(x) = 2x. Ука�
зание. Подробное обсуждение данной задачи см. в приме�
ре 12 § 51 учебника, однако его имеет смысл провести
только с самыми сильными учащимися.

IX.41. Р е ш е н и е. Необходимо и достаточно, чтобы в
корнях функции (т. е. в точках х0, в которых f(x0) = 0)
производная функции f равнялась 0. В самом деле, не�
трудно показать, что если f(x0) � 0, то в некоторой окре�
стности точки х0 знак функции f будет совпадать со зна�
ком f(x0), откуда сразу же следует существование произ�
водной функции |f| в точке х0.

Если же f(x0) = 0, то (т. е. производная функ�

ции |f| в точке х0) существует в том и только в том слу�
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чае, если (т. е. производная функции f в точ�

ке х0 равна нулю).
IX.42. Р е ш е н и е. Рассмотрим последовательность раз�

личных корней функции {xn}, сходящуюся к точке с (это
возможно сделать по теореме Больцано—Вейерштрасса —
из любой ограниченной последовательности можно из�
влечь сходящуюся подпоследовательность, таким образом
можно рассмотреть любую последовательность различных
корней, а потом извлечь из неё сходящуюся подпоследо�
вательность). Тогда, в силу непрерывности функции в точ�
ке с, число с также является корнем функции f. При этом 

что и требовалось доказать.

§ 52. Производные некоторых элементарных
функций

При изучении материала этого параграфа начинается
формирование навыков вычисления производной. Ничего
сложного в этом нет, но нам кажется необходимым до�
биться от учащихся безусловного запоминания формул
производных элементарных функций, тем более что зада�
чи на исследование функции с помощью производной
встречаются в задачах ЕГЭ. Авторы участвовали в провер�
ке задач ЕГЭ и могут отметить огромное количество оши�
бок при решении этих задач, причём, как правило, ошиб�
ки связаны именно с незнанием формул производных эле�
ментарных функций и правил дифференцирования.

Задачи IX.48, IX.53 вносят разнообразие в монотонные
технические задачи на вычисление производной и пригла�
шают учащихся рассуждать, а не только заниматься ме�
ханическими вычислениями. Какие из этих задач предла�
гать учащимся, зависит от уровня класса.

Решения и указания к задачам
IX.48. а) а > 0. б) а = 0. Р е ш е н и е. f �(x) = 2ax + 3. Для

того чтобы производная была положительна всюду, необ�

ходимо и достаточно, чтобы 2а = 0, т. е. а = 0. в) 

Р е ш е н и е. f �(x) = 3x2 + 2x + a. Для того чтобы производ�
ная была положительна всюду, необходимо и достаточно,
чтобы дискриминант соответствующего трёхчлена был от�

рицательным, т. е. 22 – 4 � 3 � a < 0, откуда получаем 
1
3

> .a

1
3

> .a

( ) – ( ) 0 – 0
– –

( ) lim lim 0,= = =n

n nn n

f x f c
x c x c

f c
→ →� �

�

0 0

( )
–

lim = 0
x x

f x
x x→
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г) |a| < 1. Указание. Решение задачи аналогично реше�
нию задачи IX.48 в).

IX.53. а) |a| < 3. Р е ш е н и е. f �(x) = 3 – asinx. Нетрудно
заметить, что множество значений производной есть отре�
зок [3 – |a|; 3 + |a|] и производная принимает значения од�
ного знака в том и только в том случае, когда 3 – |a| > 0,
т. е. |a| < 3.

б) или Р е ш е н и е. f �(x) = ax2 – 2x +

+ a – 1. Для того чтобы производная принимала значения
одного знака, необходимо и достаточно, чтобы дискрими�
нант соответствующего трёхчлена был отрицательным, 
т. е. 1 – a(a – 1) < 0, откуда получаем, что 

или 

IX.58. (–1)nn!. Р е ш е н и е. 

(x – 1)(x – 2) � … � (x – n) = (–1)nn!.

§ 53. Задача о касательной. 
Уравнение касательной

Если позволяет время и уровень класса, то обсужде�
нию вопроса «Что такое касательная к графику функ�
ции?» можно посвятить целый урок. Отметим некоторые
моменты, которые можно разобрать с учащимися.

В учебнике даётся определение касательной как пря�
мой, проходящей через точку графика с угловым коэффи�
циентом, равным производной в данной точке, однако ес�
ли начать рассказ про касательную с этого определения,
то учащимся может быть совсем непонятно, откуда это
определение появилось и почему угловой коэффициент
касательной должен быть равен производной.

Вместо этого можно предложить учащимся самим дать
определение касательной. До этого они встречались с ка�
сательной к окружности и определяли касательную 
к окружности как прямую, имеющую одну общую точку
с окружностью. Поэтому часто в качестве первого опреде�
ления они предлагают такое же определение и для каса�
тельной к графику функции. Учащиеся сами чаще всего
могут привести и «контрпример» к данному определению.
Слово «контрпример» взято в кавычки, потому что фор�
мального определения касательной ещё не дано, но не вы�
зывает вопросов тот факт, что прямая у = –х не является
касательной к графику функции y = x3 в нуле, хотя и
имеет с ним всего одну общую точку, таким образом яв�
ляясь контрпримером к этому «определению».

0
= lim

x →
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Другим возможным «определением», к которому часто
приходят учащиеся, является определение касательной
как такой прямой, график которой лежит по одну сторо�
ну от графика функции. Опять�таки сами учащиеся час�
то придумывают контрпримеры: касательные к графикам
функций y = x3 и y = sinx в нуле.

Наконец, может появиться определение касательной
как «предельного положения секущих» (подробнее об
этом написано в тексте параграфа). В этом определении
плохо то, что оно неформально — определения «предель�
ное положение секущих» у нас нет!

Формализовать определение удаётся, рассмотрев угло�
вые коэффициенты секущих. Их предел оказывается ра�
вен производной функции в точке (можно выписать угло�
вой коэффициент секущей, проходящей через точки 
(x0; f(x0)) и (x0 + Δx; f(x0 + Δx)) и дать учащимся возмож�
ность догадаться, что предел при Δx → 0 этих коэффици�
ентов будет равен производной). После этого становится
понятно, откуда берётся определение касательной в точ�
ке x0 как прямой, проходящей через точку графика 
(x0; f(x0)) с угловым коэффициентом, равным f �(x0).

Стандартными являются задачи на составление уравне�
ния касательной в данной точке или уравнения касатель�
ной, проходящей через данную точку. Примеры решения
подобных задач (IX.62 — IX.64) разобраны в тексте па�
раграфа. Они достаточно стандартны. Нужно записать
уравнение касательной к графику в произвольной точке с
абсциссой t и, подставив вместо х и у координаты точки,
через которую должна проходить касательная, получить
условие�уравнение на t. Тем не менее задача IX.64 иног�
да вызывает сложности у учащихся, и авторам представ�
ляется существенным добиться понимания решения этой
задачи (в частности, того, чем отличаются задачи IX.64 а)
и IX.64 б)). Можно предварительно задать наводящие во�
просы: сколько таких касательных может быть в пунк�
те а)? (Одна, так как касательная к графику функции в
данной точке единственна.) А в пункте б)? (Несколько,
так как касательные в других точках графика могут про�
ходить через точку графика с абсциссой –4, т. е. через
точку (–4; f(–4)) = (–4; –4).) Связаны ли между собой как�
нибудь ответы в пунктах а) и б)? (Ясно, что касательная,
найденная в пункте а), будет являться ответом и в пунк�
те б).)

В учебнике приведено достаточно большое количество
симпатичных (в том числе весьма сложных) задач на каса�
тельную. Предлагать их можно, исходя из уровня класса,
равно как и предъявлять требования к подробности 
обоснования решения. Например, соображение о том, что
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приведёнными в начале задачи IX.82 рассуждениями мы
получили искомое множество (а для учащегося уже резуль�
тат, если он получил ответ в этой задаче!), но не доказали,
что вершины заполняют всё это множество, нужно упомя�
нуть, но вряд ли стоит останавливаться на нём подробно.

Некоторые из предложенных задач решаются проще:
с использованием фактов, изложенных в других задачах.
Такие задачи можно предлагать сериями (или ссылаться
при решении задачи на факты, доказанные в других за�
дачах). Например, при решении задачи IX.84 удобно
представлять, сколько касательных можно провести из
различных точек к параболе (задача IX.79).

Решения и указания к задачам
IX.62. у = –6х – 1, у = –10х – 9.
IX.63. у = 3х + 2, у = 11х – 14.
IX.64. у = 9х + 32. Р е ш е н и е. Запишем уравнение 

касательной к графику функции в точке

графика с абсциссой х0:

Подставим х0 = –4, получим у = 9х + 32.

б) у = 9х + 32, у = –4. Р е ш е н и е. Подставим в уравне�

ние (1), полученное в предыдущем

пункте, х = –4 и y = –4 (точка графика с абсциссой –4 —
это точка с координатами (–4; –4)). Получим уравнение от�

носительно х0: 

Решая это уравнение, можно воспользоваться тем фактом,
что один из корней этого уравнения мы знаем. В самом
деле, касательная к графику в точке (–4; –4), конечно,
проходит через данную точку, поэтому –4 должно быть
корнем уравнения. Разделив x3

0 + 6x2
0 – 32 на x0 + 4, лег�

ко найти оставшиеся корни уравнения: x0 = –4 или 
x0 = 2. Подставив эти значения в уравнение (1), получим
у = 9х + 32, у = –4.

IX.65. Указание. Необходимо записать уравнения ка�
сательных в точках с данными абсциссами. Заметим, что
только условия f �(1) = f �(–1) недостаточно, так как каса�
тельные могут совпадать.

IX.66, IX.67. Указание. Задачи решаются аналогично
примеру 20 из § 53.

⎛ ⎞
⎝ ⎠

2 3 3 2
0 0 0 0

3 1
4 2

––4 = 3 (–4) – + 6 – 32 = 0.x x x x�
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4 2

–= 3 –y x x x
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–= 3 – .x x x⎛ ⎞⎜ ⎟⎝ ⎠

2 3
0 0 0 0
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IX.66. (1; 0) и (–1; –4).

IX.67. 

IX.68. Р е ш е н и е. Касательная в точке (х0; f(x0))

параллельна оси абсцисс при выполнении условий 
f �(x0) = 0, f(x0) � 0. Отсюда получаем х0 = –1 или х0 = 3.
Расстояние между касательными в соответствующих точ�

ках равно |f(3) – f(–1)| =

IX.69. Замечание. Обратим внимание, что про�

изводные равны и при x0 = 0, но при этом касательные
совпадают.

IX.70. Касательные к графикам данных функций в
точках с абсциссой 1 параллельны (и не совпадают!).

IX.71. Да, в точке (2; –0,5). Указание. Можно найти
точку (она окажется единственной) пересечения гипербо�

лы и данной прямой и проверить, что эта пря�

мая окажется касательной в найденной точке.
IX.72. Решение. Для того чтобы прямая у = х + а явля�

лась касательной к графику функции в точке
графика с абсциссой х0, необходимо, чтобы f �(x0) = 1, т. е.

откуда получаем, что х0 = 1. Осталось учесть, что

прямая должна проходить через точку с координатами
(1; f(1)), т. е. (1; 2), для этого должно выполняться усло�
вие 2 = 1 + а, откуда а = 1.

IX.73. b2 – 4ac = 0. 
IX.74. (0,5; –ln2). Р е ш е н и е. Прямые перпендикуляр�

ны, если произведение их угловых коэффициентов рав�
но –1. А значит, должно выполняться условие (lnx)� = 2,
откуда х = 0,5.

IX.75. Указание. Аналогичная задача разобрана в тек�
сте § 53. В каждом случае необходимо в общем виде за�
писать уравнение касательной к графику первой функции 
(в произвольной точке х0), уравнение касательной к гра�
фику второй функции (в произвольной точке х1) и полу�
чить систему уравнений, приравняв угловые коэффициен�

ты и свободные члены урвнений касательных. б) 

г) 
2 2

= + ln2.
e e

y x �

9

4
= – – .y x

0

1
= 1,

x
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IX.76. k ∈ Z. Р е ш е н и е. Тангенс угла на�

клона касательной в точке равен производной функции 
в точке, таким образом, нужно найти точки, в кото�
рых производная данной функции принимает наибольшее

значение. Найдём y � = cosx + sinx =

Наибольшее значение y � прини�

мает, когда k ∈ Z. 

IX.77. у = –2х – 4. Р е ш е н и е.
Построим график функции 

y = x2 – 2x – 4|x| =

и изобразим на нём касательную
(рис. 9.1). Из рисунка ясно, что
искомая касательная будет ка�
саться графика в точках с поло�
жительной и отрицательной 
абсциссами. Уравнение касатель�
ной в точках с положительной
абсциссой х0 имеет вид y = (2x0 –
– 6)x – x2

0, уравнение касатель�
ной в точках с отрицательной
абсциссой х1 имеет вид y = (2x1 +
+ 2)x – x2

1. Касательные должны

совпадать, т. е. имеет место система 

решая которую, получаем х0 = 2 и уравнение искомой ка�
сательной у = –2х – 4.

Замечание. Если бы мы не «увидели» касательную сна�
чала, то могли бы пробовать искать касательные, касаю�
щиеся графика в двух точках с двумя положительными
или двумя отрицательными абсциссами, решая соответ�
ствующие системы (которые, конечно, решений бы не
имели).

IX.79. Р е ш е н и е. Запишем уравнение касательной 
к графику функции у = х2 в точке с абсциссой t: y = 2t(x –
– t) + t2 = 2tx – t2. Эта касательная проходит через точку
(х0; у0) в том и только в том случае, когда y0 = 2tx0 – t2.
Сколько решений у данного уравнения (относительно t),
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столько касательных проходит через точку (х0; у0). Урав�
нение t2 – 2tx0 + y0 = 0 квадратное относительно t и име�
ет два корня, если его дискриминант больше нуля; один
корень, если дискриминант равен нулю; не имеет корней,
если дискриминант отрицательный. D = 4x2

0 – 4y0. Таким
образом, через точку (х0; у0) можно провести одну каса�
тельную, если x2

0 = y0 (точка лежит на параболе у = х2);
две касательные, если x2

0 > y0 (точка лежит вне параболы
у = х2), ни одной касательной, если x2

0 < y0 (точка лежит
внутри параболы у = х2).

Замечание. Задача допускает естественное обобщение:
если дана произвольная квадратичная функция y = ax2 +
+ bx + c, то: через точки внутри соответствующей парабо�
лы не проходит ни одной касательной; через точки на па�
раболе — одна касательная; через точки вне параболы —
две касательные к графику данной квадратичной функ�
ции.

IX.80. –1. Р е ш е н и е. Уравнение касательной в точке
с абсциссой а: y = eax + ea(1 – a). Эта касательная прохо�
дит через точку (b; 0) тогда и только тогда, когда 
eab + ea(1 – a), откуда b – a = –1.

IX.81. Указание. Задача аналогична примеру 25 из 
§ 53. б) Все точки прямой у = –1.

IX.82. у = 4х + 3. Р е ш е н и е. Запишем условия того,
что парабола, задаваемая уравнением y = x2 + ax + b, ка�

сается прямой y = 4x – 1 в точке х0: Из этой

системы следует, что (выразили из первого

уравнения х0 и подставили во второе).
В то же время вершина параболы y = x2 + ax + b име�

ет координаты В этом равен�

стве мы учли полученное выше условие, связывающее 

а и b. Множество точек с координатами где 

a ∈ R, — это прямая у = 4х + 3. Для того чтобы доказать,
что эта прямая является ответом (а пока мы на самом де�
ле доказали только то, что все искомые вершины лежат
на этой прямой, но не факт, что заполняют её), осталось
показать, что для любого а найдётся b (а именно равное
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), такое, что парабола, задаваемая уравнением

y = x2 + ax + b, касается прямой y = 4x – 1.

IX.83. p ∈ (–�; –1) ∪ ∪ (2; +�). Замечание.

Несложная идейно, но технически непростая задача. Эту
задачу лучше предлагать в качестве домашнего задания.
Р е ш е н и е. Запишем уравнение касательной к графику в
точке с абсциссой t: y = (3t2 – 6t)x – 2t3 + 3t2 + 3. Эта ка�
сательная проходит через точку B(p; –1) в том и только
в том случае, когда –1 = (3t2 – 6t)p – 2t3 + 3t2 + 3. Нам
нужно, чтобы через точку B проходили 3 касательные, 
т. е. должно найтись 3 соответствующие точки на графи�
ке (с абсциссой t), т. е. уравнение (относительно t) –1 =
= (3t2 – 6t)p – 2t3 + 3t2 + 3 должно иметь 3 корня. Выяс�
ним, при каких значениях параметра p это (кубическое)
уравнение имеет 3 корня.

Запишем это уравнение в виде –2t3 + 3(p + 1)t2 – 6pt +
+ 4 = 0. Угадаем (например, отыскав целые корни данно�
го уравнения) один из корней этого уравнения: 2. Поде�
лив на t – 2, получим –2t3 + 3(p + 1)t2 – 6pt + 4 =
= (t – 2)(–2t2 + (3p – 1)t – 2). Для того чтобы уравнение 
(t – 2)(–2t2 + (3p – 1)t – 2) = 0 имело 3 различных корня,
дискриминант уравнения –2t2 + (3p – 1)t – 2 = 0 должен
быть положительным и t = 2 не должно быть его корнем.

Первое условие даёт p < –1, второе условие даёт 

p � 2. Откуда p ∈ (–�; –1) ∪ ∪ (2; +�).

IX.84. а) Р е ш е н и е. Заметим, что

прямая у = 2х – 1 является касательной к графику у = х2

в точке (1; 1). Следовательно, через любую точку на этой
прямой, кроме самой точки (1; 1), можно провести две ка�
сательные к данной параболе, одна из которых — прямая
у = 2х – 1 (см. задачу IX.79). Таким образом, нужно най�
ти все касательные к параболе у = х2, которые образуют 
с прямой у = 2х – 1 угол 45°.

Пусть уравнение касательной y = kx + b. Для того что�
бы она образовывала угол 45° с прямой у = 2х – 1, необхо�
димо и достаточно, чтобы модуль тангенса угла между ни�

ми равнялся 1, т. е. откуда или k = –3.
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Мы знаем, что k = f �(x0), где x0 — точка, к которой прове�
дена касательная. Таким образом, мы можем узнать точ�

ки касания: или Записав уравнения каса�

тельных в данных точках, можно найти искомые точки
пересечения этих касательных и прямой у = 2х – 1.

IX.85. а) a = 4π – 11. Р е ш е н и е. Для того чтобы каса�
тельная не имела точек пересечения с прямой y = 0,5x + 2,
необходимо, чтобы её угловой коэффициент, т. е. произ�
водная данной функции, равнялся 0,5. Получаем необхо�

димое условие: откуда a = 4πk – 11, k ∈ Z.

Учитывая это, напишем уравнение касательной к графи�

ку функции в точке графика с аб�

сциссой а. y = 0,5x + a – a2 (мы учли, что при

рассматриваемых а). Нетрудно показать, что при рассмат�
риваемых а (т. е. a = 4πk – 11, k ∈ Z) эта касательная не
совпадает с прямой y = 0,5x + 2, а значит, и не имеет 
с ней общих точек.

Осталось отобрать из рас�
сматриваемых a те, при кото�
рых касательная y = 0,5x + a –
– a2 не имеет общих точек с

графиком функции Для

этого можно воспользоваться
рисунком 9.2 (отобрать те а,
для которых a – a2 ∈ (–2; 2),
что равносильно условию a ∈
∈ (–1; 2)), но можно получить
условие для а и формально:

уравнение не

должно иметь решений. Это уравнение сводится к квад�
ратному, которое не имеет решений тогда и только тогда,
когда его дискриминант меньше нуля, что выполнено так�
же при a ∈ (–1; 2).

Заметим теперь, что –1 < 4π – 11 < 2, а при осталь�
ных целых k число 4πk – 11 не попадает в промежуток
(–1; 2).

IX.87. Точка пересечения Графики функций

в этой точке касаются, так как их производные в данной
точке равны.
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IX.88. Указание. Решение задачи о нахождении угла
между графиками функций разобрано в примере 23 из 

§ 53. а) б) г) 

IX.89. б) Пусть данные кривые пересекаются

под прямым углом в точке с абсциссой х. Это равносиль�
но следующей системе (второе уравнение — условие равен�
ства –1 произведения производных в точке пересечения):

Решая систему, получаем

в) 

IX.90. b = �4, b = 2. Р е ш е н и е. График функции пе�
ресекает ось Ох под углом 45° с её положительным на�
правлением тогда и только тогда, когда производная дан�
ной функции в точке пересечения равна по модулю 1.

График функции пересекается осью Ох в точках

х = 0 и (при этом b > 0). Производная функции

равна Из условия находим 

b = �4. Из условия находим b = 2

(учитывая, что b > 0).

§ 54. Приближение функции линейной функцией.
Дифференциал

Опыт изложения материала данного параграфа автора�
ми показывает, что формальные выкладки, связанные с
дифференциалом (в частности, теорема о равносильности
дифференцируемости функции в точке и существовании
её конечной производной), непросты для учащихся, но 
в то же время геометрический смысл дифференциала на�
гляден и понятен.

Авторам представляется, что решения задач IX.93—
IX.95 полезно сопровождать рисунками, отмечая на них
значения дифференциала и погрешности, получаемой при
замене приращения функции значением соответствующе�
го дифференциала.
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Решения и указания к задачам

IX.93. df(1) = f �(1)Δx = 13Δx. f(1,01) � f(1) + 13 � Δx =
= 6 + 13 � 0,01 = 6,13.

IX.94. df(25) = f�(25)Δx = 0,1Δx. f(26) � f(25) + 0,1 � Δx =
= 5 + 0,1 � 1 = 5,1.

IX.95. df(64) = f �(64)Δx = Δx. f(65) � f(64) + � Δx =

= 4 + � 1 = 4

§ 55. Производная произведения, частного, 
композиции функций

В параграфе разбираются формулы производных про�
изведения, частного и композиции функций и предлага�
ется много задач на технику дифференцирования. Эти за�
дачи, возможно, не самые интересные, однако, как мы
уже отмечали в указаниях к § 52, необходимо добиться
от учащихся автоматического применения правил диффе�
ренцирования и запоминания формул производных эле�
ментарных функций — без этого решать задачи на приме�
нение производной сложно.

Решения и указания к задачам
IX.106. а) (f1f2f3f4)� = f �1f2f3f4 + f1f �2f3f4 + f1f2f �3f4 +

+ f1f2f3f �4.
IX.107. 2. Указание. ((x – a)f(x))� = f(x) + (x – a)f �(x).
IX.108. а) Нет. Например, если f(x) 	 0. б) Нет, на�

пример f(x) = D(x), g(x) = –D(x), где D(x) — функция 
Дирихле.

IX.112. а) Р е ш е н и е. Так как f �(x) =

то 

б) 0. Р е ш е н и е. (по�

следний предел равен нулю как произведение бесконечно

малой функции y = х на ограниченную функцию 

IX.113. а = 0, b = 1. Замечание. Во втором издании 

задание будет для функции 
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Р е ш е н и е. Функция, очевидно, дифференцируема во всех
точках, кроме нуля (см. утверждение на с. 66 учебника).
Для того чтобы функция была дифференцируема в точке
х = 0, необходимо и достаточно, чтобы (ax2 + bx)|x = 0 =
= (x + a)e–bx|x = 0, т. е. а = 0 (непрерывность в нуле) и 
f �+(0) = (2ax + b)|x = 0 = b равнялось бы f �–(0) = e–bx(1 – (x +
+ a)b)|x = 0 = 1 – ab, т. е. b = 1 – ab, откуда получаем, что 
а = 0, b = 1.

Замечание. В задаче есть тонкость — на самом деле мы
вычисляем не f �–(0) (см. обсуждение примера 12 из § 51),
однако мы не уверены, что эту тонкость нужно обсуждать
при первом знакомстве с производной.

IX.114. а) Разрывна. б) Непрерывна, но не дифферен�
цируема.

IX.118. а) Р е ш е н и е. 1 + 2x + 3x2 + … + nxn–1 =

= (x + x2 + x3 + … + xn)� =

б) Р е ш е н и е. 12 + 22x + 32x2 + … + n2xn–1 = (x(1 + 2x +

+ 3x2 + … + nxn – 1))� =

IX.119. а) n � 2n–1. Указание. Продифференцировать 
бином Ньютона и подставить в полученное выражение 
х = 1. б) 3n � 4n–1.

IX.120. а) Да, например f 	 1. б) Да, например f 
и g — функции Дирихле.

§ 56. Таблица производных. Первообразная
Поскольку дифференцирование и нахождение перво�

образной — взаимно�обратные операции, имеет смысл 
изучать их вместе. Так как нахождение первообразной —
это чтение таблицы производных справа налево, то есте�
ственным для изучения понятия первообразной является
окончание изучения техники дифференцирования. Поэто�
му этот и следующие параграфы, вопреки традиции, по�
мещены в середину главы, посвящённой производной.

Задачи IX.127—IX.130 решаются применением табли�
цы производных в обратном порядке, а также соображе�
ний, связанных со «склеиванием» кусочно�заданных функ�
ций так, чтобы они оказались дифференцируемыми.
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Решения и указания к задачам

IX.127. а) б) 

в) г) д) 

IX.128. а) 

б) в) 

IX.130. а) 

б) 

г) 

IX.131. а) Р е ш е н и е. Рассмотрим производную функ�
ции F(–x), где F(x) — первообразная функции f. Получим
(F(–x))� = –F�(–x) = –f(–x) = f(x) = F �(x), откуда следует
(производные равны!), что F(–x) = F(x) + c. Подставив 
х = 0, получим, что с = 0, откуда и следует, что F — чёт�
ная функция. б) Нет. в) Нет, например f(x) = const.

§ 57. Неопределённый интеграл
Чтобы избежать дублирования вузовского курса выс�

шей математики при рассмотрении интегрирования, авто�
ры сочли возможным ограничиться стандартными общи�
ми методами интегрирования (метод подстановки, интег�
рирование по частям), рассмотрев некоторые частные
подстановки (например, тригонометрическую), но не зло�
употребляя ими.

Заметим, что в примерах, связанных с интегрировани�

ем дробно�линейных функций, например мы приво�
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дим ответ в традиционном виде ln|x| + c, хотя (как отме�
чено в тексте параграфа) для функций, заданных на объ�
единении промежутков, константы могут быть свои для
каждого промежутка (особенно отметим задачу IX.151).

Решения и указания к задачам

IX.134. а) –cosx + lnx + c. б) 

IX.135. а) (–280 + 35x + 60x2 + 84x3) + c.

б) (–385 – 660x + 210x2 + 616x3) + c.

IX.136. а) 3sinx – 6tgx + c. б) –3cost – 2ctgt + c. 
в) –3cosx – 4ctgx + c.

IX.137. а) arcsinx + c. б) 0,5x2 + arctgx + c.
IX.138. 2x + c.

IX.139. а) б) в) 

IX.140. а) б) в) –e–x +

+ 0,5e–2x + c.
IX.141. а) –2ctg2x + c. б) tgx – x + c.

IX.144. а) б) 

в) 

IX.145. Оба вычисления правильны, но константы, по�
лученные при первом и втором вычислениях, могут быть
разными, поэтому взаимно уничтожать их нельзя.

IX.147. а) б) 

в) 

IX.151. а) –ln|cosx| + c. б) в) 

г) 

IX.152. а) ln(1 + ex) + c. б) x – ln(1 + ex) + c.
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IX.153. а) б) 

в) 

IX.154. а) б) 

IX.155. 

IX.156. 

IX.157. 

IX.160. а) 

IX.161. а) б) ln|x2 – 4x + 3| + c. 

г) ln|(x – 3)3(x – 1)| + c. д)

IX.162. а) б) 2ln|(x – 1)| + c. в) 

г) д) 

IX.163. а) arctg(x – 1) + c. б) ln(x2 – 2x + 2) + c. 
в) ln(x2 – 2x + 2) + 2arctg(x – 1) + c. г) 2ln(x2 – 2x + 2) –

– 2arctg(x – 1) + c. д) 

–1) + c.

IX.164. а) 

б) 

IX.171. а) б) 

в) 

г) 
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§ 58. «Французские» теоремы
Авторы считают, что при изучении теорем Ролля, Фер�

ма и Лагранжа более важно, чтобы школьники почувство�
вали «дух» теорем, чем заучили бы формальные доказатель�
ства. Геометрически эти теоремы очевидны, и именно на их
геометрической интерпретации нам кажется правильным в
первую очередь остановить внимание учащихся. 

Некоторые теоретические сведения параграфа под�
крепляются и уточняются при решении задач к нему.
Например, обратим внимание на задачу IX.175. В теоре�
ме Ролля  требуется выполнение следующих условий: 
а) функция непрерывна на отрезке [a; b]; б) функция диф�
ференцируема на интервале (а; b); в) в точках а и b зна�
чения функции равны. В задаче IX.175 учащихся просят
привести примеры функций, для которых выполняются
два из трёх данных условий, но заключение теоремы Рол�
ля неверно. Тем самым учащиеся не формально заучива�
ют эти три условия, но понимают, зачем дано каждое из 
условий в теореме. (Можно спросить учащихся: а зачем
нужно условие пункта — а), ведь дифференцируемая
функция непрерывна, и обсудить, что это условие можно
заменить на условие непрерывности функции в точках а
и b, а в остальных точках отрезка непрерывность следует
из пункта б).) Пример, демонстрирующий необходимость
условия б), приведён в задаче IX.172; пример к условию а)
разобран в тексте параграфа, примером к условию в) яв�
ляется, например, функция у = х на любом промежутке.

Отметим также, что при решении задач IX.189 —
IX.193 часто используется приведённая ниже теорема
(следующая из доказанного в учебнике факта, что функ�
ция, заданная на промежутке, является константой, если
её производная равна на этом промежутке нулю):

ТЕОРЕМА
Если две дифференцируемые функции заданы на про�

межутке и их производные равны, то, для того чтобы
функции были равны на промежутке, необходимо и до�
статочно, чтобы были равны их значения в какой�либо од�
ной точке данного промежутка.

Решения и указания к задачам

IX.172. Нет. Р е ш е н и е. Функция в нуле
недифференцируема. Поэтому, несмотря на то что осталь�
ные условия теоремы Ролля выполняются, не существует
точки на интервале (–1; 1), в которой производная равня�
лась бы нулю.

IX.173. а), б) и г) Нет. Указание. Функции не диффе�
ренцируемы в нуле. в) Да. Указание. с = 0.

23( ) = 1 –f x x
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IX.174. а) х = е – 1. б) в) х = 2,25. г) 

IX.176. Р е ш е н и е. Применим теорему Лагранжа к
функции f на отрезке [a; b]. По теореме Лагранжа на 

интервале (a; b) существует точка с, такая, что 

= f �(c) = 2c3 – 1 > 0 (неравенство выполнено, так как 
c > a � 1).

IX.177. а) Р е ш е н и е. По теореме Лагранжа, приме�
нённой к функции y = sinx на отрезке [a; b], на интерва�

ле (a; b) существует точка с, такая, что 

= |cosc| 
 1, откуда следует требуемое неравенство.
IX.178. (0; 1). Р е ш е н и е. Прямая, содержащая дан�

ную хорду, имеет угловой коэффициент 

Угловой коэффициент касательной равен производной 
в точке касания, поэтому нам нужно найти точку х = с, 
в которой производная функции f(x) = x2 + 3x + 1 равна 3,
т. е. 2с + 3 = 3, откуда с = 0.

IX.179. Р е ш е н и е. Производная данной функции —
это многочлен 4�й степени, поэтому больше четырёх кор�
ней он иметь не может. Теорема Ролля гарантирует су�
ществование корня на каждом из четырёх промежутков
между корнями данного многочлена.

IX.180. Указание. Применить теорему Ролля к функ�
ции g(x) = (a – x)f(x) на отрезке [a; b].

IX.181. Р е ш е н и е. Рассмотрим функцию g(x) = xf(x),
тогда g �(x) = f(x) + xf �(x). По теореме Лагранжа существу�

ет точка c ∈ (a; b), такая, что 

= f(a), откуда и следует требуемое утверждение.
Замечание. Задача является пропедевтикой темы о

связи выпуклости функции и касательной.
IX.182. Р е ш е н и е. Пусть функция f имеет касатель�

ную y = kx + l в точке х = а. Предположим, что эта каса�
тельная пересекает график функции f также в точке b.
Рассмотрим функцию g(x) = f(x) – kx – l. По теореме Рол�
ля, применённой к функции g на отрезке [a; b], сущест�
вует точка c ∈ (a; b), такая, что g �(c) = f�(c) – k = 0, т. е.
f �(c) = k. По теореме Ролля, применённой к функции f � на
отрезке [a; c], существует точка d ∈ (a; c), такая, что 
f�(d) = 0. Получили противоречие с условием, значит, на�
ше предположение неверно и касательной, которая имела
бы две общие точки с графиком функции, не существует.

IX.183. Р е ш е н и е. Рассмотрим отрезок [0; 0,5]. Пока�
жем, что если существует точка c ∈ (0; 0,5), такая, что

( ) – ( ) ( ) – ( )

– –
( ) = = =

bf b af a bf a af a

b a b a
g c�

5 – (–1)
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–
=

b a

b a

( ) – ( )

–
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f b f a
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2
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π
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f(c) � 2c (т. е. не лежащая на
прямой у = 2х, соединяющей
точки (0; 0) и (0,5; 1) графика
функции f), то найдётся точка
θ ∈ (0; 0,5), такая, что f �(θ) > 2. 

При этом если f(c) > 2c, то
θ ∈ (0; c), а если f(c) < 2c, то 
θ ∈ (c; 0,5). Это легко увидеть
на рисунке 9.3.

Итак, пусть f(c) > 2c. По те�
ореме Лагранжа, применённой 
к функции f на отрезке [0; c],
существует точка θ ∈ (0; c), та�

кая, что 

Аналогично рассматривается
второй случай.

Итак, мы получили, что если
функция f на промежутке 
[0; 0,5] не совпадает с функци�
ей у = 2х, то найдётся точка, в

которой производная больше 2. Аналогично можно пока�
зать, что если функция f на промежутке [0,5; 1] не сов�
падает с функцией у = 2 – 2х, то найдётся точка, в кото�
рой производная меньше –2. Но функция не может на
данных промежутках совпадать с этими функциями: в
этом случае функция не будет дифференцируема в точке
х = 0,5. Таким образом, найдётся точка θ, в которой 
|f �(θ)| > 2, что и требовалось доказать.

IX.184. Р е ш е н и е. Пусть точка минимума xmin лежит
на промежутке [0,5; 1]. Тогда, применив теорему Лагран�
жа к функции f на промежутке [xmin; 1], мы докажем су�
ществование точки c ∈ (xmin; 1), такой, что |f �(c)| � 4. Да�
лее, применив теорему Лагранжа к функции f � на проме�
жутке [xmin; c] (заметим, что f �(xmin) = 0 по теореме
Ферма), мы докажем существование точки θ ∈ (xmin; с),
такой, что |f�(θ)| � 8.

IX.189. а) Р е ш е н и е. Производная функции 
y = arcsinx + arccosx равна нулю в каждой точке интер�
вала (–1; 1), значит, функция постоянна на отрезке
[–1; 1]. При х = 0 значение левой части равно что и до�

казывает тождество.
IX.190. Р е ш е н и е. Производные функций левой 

и правой частей равны: 

2
22 2

–4 2

1 – (1 – 2 ) 1 –
–(arccos(1 – 2 )) = = .

x

xx
x �

2

2

1 –
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,
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Значения этих функций в точке х = 0 равны нулю, от�
куда и следует справедливость тождества (см. замечание
в начале параграфа).

IX.192. 0,75. Р е ш е н и е. f �(x) = –2cosxsinx – 2cos

f(0) = 0,75. Таким образом, 

f(x) 	 0,75 при всех x ∈ R.
IX.193. Р е ш е н и е. Способ 1. В примере 55 из § 58 по�

казано, что таким образом, на

интервале (–�; –1) выражение прини�

мает одно и то же значение. Найти его можно, подставив
в выражение получив 

так как 

Способ 2. Возможно, проще заметить, что 

и следовательно, учитывая то, что при�

нимает одно и то же значение, это значение равно 
что и требовалось доказать.

§ 59. Исследование функции 
с помощью производной

Материал параграфа достаточно стандартен. В нём об�
суждаются и отрабатываются алгоритмы нахождения про�
межутков возрастания и убывания функций, а также
экстремумов и наибольших и наименьших значений. 
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Отметим несколько важных моментов и типичных оши�
бок, которые делают учащиеся.

Теорема о достаточном условии строгого возрастания
функции верна только лишь для функций, заданных на
интервале. Например, в задаче IX.200 ж), исследуя функ�
цию у на возрастание и убывание, мы получаем, что её

производная отрицательна на области

определения, однако при этом можно лишь утверждать,
что функция у убывает на промежутках (–�; –1), (–1; 0),
(0; 1) и (1; +�) (но не на их объединении, как это очень
часто получается у учащихся).

При нахождении промежутков возрастания и убыва�
ния часто нужно вычислять производную и определять её
знак, однако во многих задачах можно привлекать допол�
нительные соображения, которые помогут упростить вы�
числения. Например, при решении задачи IX.200 г) мож�
но заметить, что промежутки возрастания функции

совпадают с промежутками возрастания

функции y1 = 2x3 + 9x2 (конечно, при условии, что функ�
ция у определена). Производную же функции y1 брать
проще. Это соображение «очевидно» в силу возрастания

функции но для придирчивых школьников можно

сослаться на доказанную в 10 классе теорему о промежут�
ках возрастания композиции. См. также решение задачи
IX.200 в).

Хорошо развитая техника вычисления производной 
сама по себе во многих задачах упрощает вычисления.
Например, вычисление производной в задаче IX.199 а): 
y� = 3(x – 1)2(2x + 3)2 + (x – 1)3 � 4(2x + 3) = (x – 1)2 � 
� (2x + 3)(10x + 5) = 20(x – 1)2(x + 1,5)(x + 0,5) (не нуж�
но раскрывать скобки в полученном выражении для про�
изводной, как часто пытаются сделать учащиеся). Анало�
гично вычисляется производная в задаче IX.200 б).

Приведём некоторые дополнительные задачи к разделу
«Наибольшее и наименьшее значения функции на про�
межутке».

1. Найдите наибольшее и наименьшее значения функ�
ции на промежутке:

а) f(x) = 2x3 + 3x2 – 120x + 100, x ∈ (–4; 5];

б) f(x) = xln5 – xlnx, 

в) x ∈ R;    г) x ∈ (0; 1).
9 25
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2. Найдите наибольшее и наименьшее значения функ�
ции на промежутке:

а) x ∈ (0; 1];

б) f(x) = lnx – x, x ∈ (0; +�);

в) f(x) = 2tgx – tg2x, 

г) f(x) = tgx – 3x, 

д) f(x) = (x2 + 4)e–x, x ∈ (0; +�);

е) x ∈ (0; +�).

Приведём также некоторые дополнительные текстовые
задачи.

3. Представьте положительное число a в виде суммы
двух положительных слагаемых так, чтобы: а) сумма их
квадратов была наименьшей; б) сумма их кубов была на�
именьшей; в) сумма куба первого слагаемого и утроенно�
го второго слагаемого была наименьшей; г) произведение
первого слагаемого и куба второго слагаемого было наи�
большим.

4. На кривой найдите точку, в которой каса�

тельная составляет с осью Ox наибольший по модулю
угол.

5. Найдите наибольшую площадь прямоугольника, две
вершины которого лежат на осях координат, третья — 
в точке (0; 0), а четвёртая — на параболе y = 3 – x2.

6. Среди всех прямоугольников с данной площадью S
найдите прямоугольник: а) с наименьшим периметром; 
б) с наибольшей площадью.

7. Среди всех равнобедренных треугольников, вписан�
ных в данный круг, найдите треугольник с наибольшим
периметром.

8. В равносторонний треугольник со стороной a вписан
прямоугольник наибольшей площади так, что две верши�
ны лежат на основании треугольника, а две другие — на
боковых сторонах треугольника. Найдите стороны прямо�
угольника.

9. Найдите боковую сторону трапеции, имеющей наи�
меньший периметр среди всех равнобедренных трапеций
с фиксированной площадью S и углом α между боковой
стороной и нижним основанием.

10. Через точку проводятся прямые, пересека�
1
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ющие положительные полуоси в точках B и C. Найдите
уравнение той прямой, для которой отрезок BC имеет на�
именьшую длину.

11. Две улицы пересекаются под прямым углом. Ма�
шина А находится на одной из улиц на расстоянии 70 м
от перекрёстка, машина В — на другой улице на расстоя�
нии 60 м от перекрёстка. Обе машины начинают одновре�
менно двигаться в направлении перекрёстка с постоянной
скоростью: машина А со скоростью 3 м/с, машина В со
скоростью 4 м/с. Найдите наименьшее расстояние между
машинами во время движения (размерами машин пренеб�
речь).

12. На стене висит картина. Её нижний край располо�
жен на a см выше уровня глаз наблюдателя, а верхний
край — на b см. На каком расстоянии от стены должен
стоять наблюдатель, чтобы рассматривать картину под на�
ибольшим углом?

Решения и указания к задачам
IX.194. а) Возрастает на R. б) Возрастает на (–�; 0] и

[ ;+�) (но не на их объединении!), убывает на [0; ].

в) Возрастает на (–�; – ] и [ ; +�), убывает на [– ; 0)

и (0; ]. г) Возрастает на (–�; –1] и [1; +�), убывает на
[–1; 0) и (0; 1].

IX.195. а) Возрастает на [1; +�), убывает на (0; 1]. 
б) Возрастает на [0; 2], убывает на (–�; 0] и [2; +�). 
в) Возрастает на [ ; +�), убывает на (0; ].

IX.196. х = –1. Р е ш е н и е. Нетрудно заметить, что

функция возрастающая,

поэтому данное уравнение имеет не более одного корня,
который можно угадать.

IX.197. Возрастает на [0; +�). Р е ш е н и е. Способ 1.

т. е. производная неотрицательна на ин�

тервале (0; +�).
Замечание. Решение стандартно, однако часто у уча�

щихся возникают проблемы с разложением производной
на множители. В самом деле, как можно было догадать�
ся до этого разложения? Ответ виден во втором способе
решения. В некоторых задачах упростить вычисления по�
могает удачная замена переменной.

22( – 1) ( + 2)
= ,

x x

x

2( – 3 + 2) 2( – 1)( + – 2)4
= 2 – 6 + = = =

x x x x x x

x x x
y x�

5 3= 5 + 3 3 + 11 + arcsin(1 + )y x x x�

55

3

333

3 23 2
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Способ 2. Сделаем замену переменной Получим

функцию g(t) = t4 – 6t2 + 8t. Так как — возрастающая
функция, то по теореме о возрастании композиции проме�
жутки возрастания и убывания функции y совпадают с
соответствующими промежутками возрастания и убыва�
ния функции g (точнее: функция f возрастает на [a; b]
тогда и только тогда, когда функция g возрастает на

). Исследуем на возрастание и убывание функцию g.

Для этого найдём её производную: g �(t) = 4t3 – 12t2 + 8.
Разложим на множители полученное выражение, угадав
корень t = 1 и поделив на t – 1: g �(t) = 4(t – 1)2(t + 2). От�
сюда получаем, что функция g возрастает на всей своей
области определения, а значит, и функция f возрастает на
всей своей области определения.

Замечание. Конечно, можно было заметить, что

— многочлен 3�й степени относительно 
и воспользоваться соображениями из второго способа ре�
шения, но опыт показывает, что второй способ техниче�
ски проще для учащихся.

IX.198. а) Возрастает на k ∈ Z, убыва�

ет на k ∈ Z. б) Возрастает на

k ∈ Z, убывает на 

k ∈ Z. в) Возрастает на k ∈ Z и

k ∈ Z, убывает на k ∈ Z.

г) Возрастает на k ∈ Z, убывает на

k ∈ Z.

IX.199. а) Возрастает на (–�; –1,5] и [–0,5; +�], убы�
вает на [–1,5; –0,5]. б) Возрастает на (–�; –1] и [0; 1],
убывает на [–1; 0] и [1; +�). в) Возрастает на [1; +�),
убывает на (–�; 0) и (0; 1). г) Возрастает на (0; α] и убы�
вает на [α; +�). д) Возрастает на промежутках вида

k ∈ Z, убывает на промежутках вида
3 1

4 4
– + 2 ; + 2 ,k k⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

4

3
+ 4 ; 4( + 1) ,k k

4

3
4 ; + 4 ,k k⎡ ⎤

⎢ ⎥⎣ ⎦

4 4
– + ; + ,k k

π π⎡ ⎤π π⎢ ⎥⎣ ⎦4 2
+ ; + ,k k

π π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

π π

2 4
– –+ ; + ,k k

π π⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

π π

7

6 6
– + 2 ; + 2 ,k k

π π⎡ ⎤π π⎢ ⎥⎣ ⎦
5

6 6
– –+ 2 ; + 2 ,k k

π π⎡ ⎤π π⎢ ⎥⎣ ⎦

2

3
+ 2 ; 2 ( + 1) ,k k

π⎡ ⎤π π⎢ ⎥⎣ ⎦

2

3
2 ; + 2 ,k k

π⎡ ⎤π π⎢ ⎥⎣ ⎦

,x– 3 + 2x x x

[ ; ]a b

x

= .t x

73



k ∈ Z. е) Возрастает на (–�; –2),

убывает на и 

IX.200. а) Убывает на промежутках (–�; –1), (–1; 0),
(0; 1) и (1; +�). б) Убывает на (–�; 0] и (2; +�), возрас�

тает на [0; 2). Указание. 

в) Возрастает на и

[0; 2], убывает на [–2; 0] и Р е ш е н и е. Функция

определена на промежутке При этом (по теоре�

ме о композиции) функция у возрастает тогда и только
тогда, когда возрастает функция g(x) = 8x2 – x4. Исследу�
ем её производную: (8x2 – x4)� = 16x – 4x3 = 4x(4 – x2).
Отсюда видно, что функция g(x) = 8x2 – x4 (а значит, и

функция ) на промежутках и [0; 2]

возрастает, а убывает на промежутках [–2; 0] и 

Замечание. На примере этой задачи можно отметить,
что для чётной функции верно утверждение: функция f
возрастает на [a; b] тогда и только тогда, когда она убы�
вает на [–b; –a].

г) Возрастает на [–4,5; –3] и [0; +�), убывает на 
[–3; 0]. д) Возрастает на промежутке [–1; 2] и убывает на
промежутке [2; +�). е) Возрастает на (–�; –1] и [1; +�).

IX.201. а) При а > 0. б) При а > 0.
IX.202. а � 4. Р е ш е н и е. f � = –3x2 + 8x – a. Функция f

возрастает на интервале (1; 2) тогда и только тогда, ког�
да её производная f � неотрицательна на этом интервале, а
это происходит тогда и только тогда, когда одновременно
выполняются неравенства f �(1) � 0, f �(2) � 0. Решая соот�

ветствующую систему, получаем
ответ.

IX.203. а = 2, a � 0. Р е ш е �
н и е. y� = 2(x – a)(x – 2a + 4) �
� (2x – 3a + 4). Изобразим на
плоскости (х; а) прямые а = х, 

а = 0,5х + 2 и Вос�

пользуемся методом областей и
определим области, в которых
производная y� положительна
(рис. 9.5): они закрашены. Вы�

2 4

3 3
= + .a x
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ясним, при каких значениях параметра а функция y воз�
растает на интервале (0; 1), для этого производная долж�
на быть неотрицательна на [0; 1]. Из рисунка видно, что
это происходит при а = 2 и при a � 0.

IX.204. а) б) a � 3.

IX.205. а) x = –1, — критические точ�
ки, они же точки экстремума. б) х = 2 и х = 3 — крити�
ческие точки, они же точки экстремума. в) х = 2, х = –1,
х = 0,8 — критические точки, х = 2 и х = 0,8 — точки экст�
ремума. г) x = –0,5ln2 — критическая точка, она же точ�
ка экстремума.

IX.206. Замечание. В ответах приведены координаты
точек экстремума (первая координата — точка экстрему�
ма, вторая — экстремальное значение): а) (0; 1); б) (1; 1)
и (–1; –1). в) (–1; 2) и (1; 2).

IX.207. а) Точка минимума х = 0,5. б) Точка максиму�
ма х = 1, точка минимума х = 2. в) Точка максимума 
х = –1,25. г) Точка максимума х = 0.

IX.208. а) Точка максимума точка миниму�

ма б) Точка максимума х = 5. в) Точки миниму�

ма k ∈ Z, точки максимума k ∈ Z.

г) Точка максимума х = –1, точка минимума х = 1. д) Точ�

ки максимума и х = 2, точки мини�

мума е) Точка максимума х = 1,

точка минимума х = 2.

IX.209. Р е ш е н и е. Для того чтобы условие вы�

полнялось, необходимо и достаточно, чтобы производная
y � = 4acos4x – 10 + 7cos7x + 4a = 4a(1 + cos4x) + 7cos7x – 10
была бы неположительной при любом х. Подставив х = 0,

получим необходимое условие: 8a – 3 � 0, т. е. При

этом если то 4a(1 + cos4x) + 7cos7x – 10 � +

+ 7 – 10 = 0 при любом х, т. е. условие является и

достаточным.
IX.210. a > 0. Р е ш е н и е. Функция у дифференцируе�

ма всюду на R, поэтому её критические точки — корни
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производной. Вычислим производную: y� = e2x + (1 – a) �
� ex – a. Производная y� имеет корни тогда и только тог�
да, когда имеет корни уравнение e2x + (1 – a)ex – a = 0,
которое является квадратным относительно t = ex. Таким
образом, необходимо выяснить, при каких значениях 
параметра а существуют положительные (t пробегает 
все значения из интервала (0; +�)) корни уравнения 
t2 + (1 – a)t – a = 0. Корни этого уравнения t = –1 и t = а,
откуда следует, что a > 0.

IX.211. а) Наименьшее значение f(1) = –1, наибольшее
значение f(4) = 1019. б) Нет ни наименьшего значения, 
ни наибольшего значения 

в) Нет ни наименьшего значения, ни наибольшего значе�
ния. Р е ш е н и е. f�(x) = 0,5lnx + 0,5 – ln2. Видно, что про�
изводная возрастает на области определения, так как её

корень Таким образом, производная положи�

тельна на интервале и функция на данном проме�

жутке (строго) возрастает. Отсюда следует, что нет ни наи�
меньшего значения, ни наибольшего значения функции
на интервале. г) Наименьшее значение достигается при

наибольшего значения нет 

д) Наибольшее значение f(1) = 1, наименьшее значение

f(e–1) = e–e–1
. е) Наибольшее значение равно f(0) = 1, наи�

меньшее значение равно 

IX.212. Наименьшее значение равно и достигает�

ся при наибольшее значение равно и до�

стигается при Указание. Здесь удобнее иссле�

довать на наименьшее и наибольшее значения функцию

g(t) = 4t3 – 5t на отрезке которая получается из

данной заменой переменной t = cosx таким образом: 
f(x) = cos3x – 2cosx = 4cos3x – 3cosx – 2cosx = 4cos3x –
– 5cosx.
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IX.216. Наибольшее значение 65, наименьшее –16, при
a ∈ [–4; 2], a3 – 12a, при a ∈ (2; 5] и при a < –4. Р е ш е �
н и е. y� = 3x2 – 12 = 3(x – 2)(x + 2). Отсюда следует, что
функция у возрастает на промежутках (–�; –2] и [2; 5]
и убывает на отрезке [–2; 2]. Нетрудно видеть, что 
у(5) = 65 — это наибольшее значение функции у на про�
межутке (–�; 5] (так как y(–2) = 16 < 65), а тогда при
любом a ∈ (–�; 5] наибольшее значение функции у на
промежутке [a; 5] достигается при х = 5 и равно 65.

Найдём теперь наименьшее значение функции у на про�
межутке [a; 5] в зависимости от а. Так как функция у воз�
растает на отрезке [2; 5], то при a ∈ [2; 5] наименьшее
значение функции у на промежутке [a; 5] достигается 
в левом конце, т. е. в точке а, и равно y(a) = a3 – 12a.

Заметим, что f(–4) = f(2) = –16, и значит, при a ∈ [–4; 2]
наименьшее значение функции у на промежутке [a; 5]
достигается, когда х = 2 и равно –16 (это сразу же полу�
чается при исследовании характера монотонности функ�
ции у).

Наконец, при a < –4 наименьшее значение опять до�
стигается в левом конце и равно y(a) = a3 – 12a.

IX.217. Таких а не существует. Р е ш е н и е. f �(x) =
= 6x(x – a). Критические точки — х = 0 и х = а. В них и
должны достигаться наибольшее и наименьшее значения
(если они не достигаются на концах отрезка [–1; 1]). От�
сюда, в частности, следует, что a ∈ (–1; 1).

Если a ∈ (0; 1), то значение f(a) должно быть наимень�
шим, т. е. f(a) < f(–1) 	 –a3 < –2 – 3a 	 a3 – 2 – 3a < 0,
что неверно при a ∈ (0; 1).

Если a ∈ (–1; 0), то значение f(a) должно быть наи�
большим, т. е. f(a) > f(1) 	 –a3 > 2 – 3a 	 a3 + 2 – 3a < 0,
что неверно при a ∈ (–1; 0).

IX.219. Р е ш е н и е. Заметим, что

D(f) = [–2; 4], и рассмотрим 

Функция f дифференцируема всюду на ин�

тервале (2; 4), и поэтому наибольшее и наименьшее зна�
чения функции f на отрезке [–2; 4] могут достигаться на
концах промежутка или в нулях производной, т. е. в точ�
ках х = –2, х = 4 или х = 1. При этом 

Таким образом, наименьшее значение функ�

ции f на промежутке [–2; 4] равно а наибольшее —6,

(1) = 2 3.f

(–2) = 6 = (4),f f
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2 4 – + 2
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По теореме Больцано—Коши функция f (в силу своей

непрерывности!) принимает все значения между и 
Замечание. Эту задачу нетрудно решить и без приме�

нения производной: задача нахождения наибольшего 
и наименьшего значений функции f2 сводится к задаче
исследования квадратного трёхчлена.

IX.220. 11 при и a3 – 12a при 

Р е ш е н и е. Ответ проще всего увидеть на графике функ�
ции f(x) = x3 – 12x на рисун�
ке 9.6 (на графике нам важны
только промежутки возрастания
и убывания функции). Так как
f(–1) = 11, то, решив уравнение
x3 – 12x = 11 (один из его кор�
ней –1), найдём, что значение
11 также принимается в точках

откуда и следует ответ.

IX.221. –46 при 

и 27a – a3 при a >

Указание. Решение
аналогично решению задачи
IX.220.

IX.224. Р е ш е н и е. Для того чтобы функция f на

отрезке [0; 1] принимала наименьшее значение в правом
конце (т. е. при х = 1), необходимо, чтобы выполнялось
неравенство f(1) � f(0) 	 2(1 – a) � 1 	 a � 0,5. Далее за�

метим, что , и, таким образом (из приве�

дённого выше рассуждения следует, что ), функция f

убывает на промежутке и возрастает на проме�

жутке . Поэтому, для того чтобы наименьшее

значение функции f на промежутке [0; 1] достигалось в

точке х = 1, необходимо и достаточно, чтобы точка 

была бы правее точки х = 1, т. е. чтобы 
4
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IX.228. Р е ш е н и е.

Обозначим через h длину отрез�
ка OX на рисунке 9.7, а. Будем
рассматривать только точки Х, ле�
жащие ниже центра окружности
О, так как площадь любого тре�
угольника ABC на рисунке 9.7, б
(на рисунке ОY = ОХ) меньше пло�
щади соответствующего ему тре�
угольника AKL, т. е. h ∈ [0; r]. Вы�
разим площадь S как функцию от h:

и найдём её

наибольшее значение при h ∈ [0; r].
Технически проще исследовать
квадрат площади: 

F(h) = S2(h) = (r + h)2(r2 – h2).
F�(h) = 2(r + h)(r2 – rh – 2h2). 
Нетрудно видеть, что наиболь�

шее значение достигается в одном
из корней производной, а именно

при Значит, —

наибольшая площадь. 

IX.230. 

IX.232. y = –0,25x + 0,75. Р е ш е н и е. Пусть прямая,
проходящая через точку А, имеет угловой коэффициент k.
Тогда её уравнение имеет вид y – 0,25 = k(x – 2), откуда
нетрудно получить квадрат длины отрезка ВС: 

Учитывая то, что k < 0, получаем, что наименьшее зна�
чение l(k) достигается при k = –0,25.

§ 60. Вторая производная. Выпуклые функции
Понятие выпуклости является одним из центральных

в современной теории оптимизации, функциональном 
анализе и иных дисциплинах. Кроме того, применение не�
равенства Йенсена к конкретным выпуклым функциям
позволяет получать множество полезных неравенств (на�
пример, неравенство Коши, как показано в п. 5). Сообра�
жения выпуклости используются также при получении
неравенств, связанных с оценками площадей криволиней�
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ных трапеций (см. главу Х). Поэтому при наличии време�
ни материал данного параграфа будет очень полезен для
развития математической культуры учащихся.

Тем не менее глубину изучения материала, степень
сложности решаемых задач учитель может определять
сам для каждого конкретного класса.

Решения и указания к задачам
IX.235. а) 0. б) 100!. в) 101!х. г) 64·100!. д) sinx. е) cosx.

IX.236. а) Р е ш е н и е. 

.

IX.237. а), б) Выпукла на области определения. в) Вы�

пукла на k ∈ Z, вогнута на

k ∈ Z. г) Выпукла на [0; +�) 

и вогнута на (–�; 0].
IX.238. а) Вогнута на [0; +�), выпукла на (–�; 0]. 

б) Выпукла на [0; +�), вогнута на (–�; –1) и (–1; 0] 
(но не на их объединении!). в) Выпукла на (–�; –6) и 
[0; 6], вогнута на [–6; 0] и [6; +�). Р е ш е н и е. Ответ следу�

ет из того, что г) Выпукла

на вогнута на и

IX.239. Указание. Решение аналогично решению при�
мера 74 главы IX.

IX.241 а) x = �1. б) точка перегиба х = 0.

в) х = 2. г) х = 1.

IX.242. а) Выпукла на вогнута на

точка перегиба Указание.

б) Выпукла на (0; +�), вогнута на
2
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(–�; 0), точек перегиба нет. Указание. 

г) Выпукла на [3; +�), (–�; 0) и (0; 1], вогнута на 
[1; 3], точки перегиба х = 3 и х = 1. Указание.

е) Выпукла на [–1; 0], во�

гнута на [0; +�) и (–�; –1], точки перегиба х = –1 и х = 0. 
IX.243. Р е ш е н и е. Если функция выпукла на проме�

жутке, то её производная возрастает (может быть, нестро�
го) на этом промежутке. В то же время в точках экстре�
мума (по теореме Ферма) производная равна нулю. Зна�
чит, если у функции есть две точки экстремума а и b, то
на отрезке [a; b] производная равна нулю (она равна ну�
лю в точках а и b и не убывает на [a; b]), а значит, функ�
ция постоянна на нём, что и требовалось доказать.

IX.244. Р е ш е н и е. Функция f(x) = sinx выпукла на
отрезке [0; π]. Пусть θ = 0,25 и x, y ∈ [0; π]. По опреде�
лению выпуклости f(θx + (1 – θ)y) � θf(x) + (1 – θ)f(y),

т. е. что и требовалось доказать.

IX.245. a 
 0.

IX.246. Указание. откуда точки

перегиба х = 1 и Нетрудно проверить, что со�

ответствующие точки графика лежат на одной прямой.
IX.247. Указание. Неравенство верно в силу выпуклос�

ти функции f(x) = x � lnx (см. задачу IX.244).
IX.248. Р е ш е н и е. Заметим, что любой многочлен р

нечётной степени имеет корень нечётной кратности (т. е.
такой корень х0, что p(x) = (x – х0)2n + 1q(x) и х0 не явля�
ется корнем q). В самом деле, если бы все корни имели
бы чётную кратность, то и многочлен имел бы чётную сте�
пень. Далее заметим, что вторая производная многочлена
нечётной степени, большей 1, — многочлен нечётной сте�
пени, который имеет корень нечётной кратности. Этот ко�
рень и будет искомой точкой перегиба по достаточному
условию точки перегиба.

IX.249. а = –1,5 и b = 4,5. Р е ш е н и е. Во�первых, необ�
ходимо, чтобы точка (1; 3) принадлежала графику функ�
ции f, т. е. выполнялось равенство f(1) = 3 	 a + b = 3.
Далее, f �(x) = 6ax + 2b. Для того чтобы точка (1; 3) была
бы точкой перегиба, необходимо, чтобы f �(1) = 0, т. е. 
6а + 2b = 0. Если a 
 0, то это условие является и доста�
точным (вторая производная в точке х = 1 меняет знак, 
а значит, точка х = 1 является точкой перегиба по доста�
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точному условию). Учитывая условие a + b = 3, получаем
а = –1,5 и b = 4,5. Нетрудно видеть, что а = 0 не подходит.

IX.250. а) Р е ш е н и е. Если функция выпукла на [a; b],
то по определению выпуклости любая её хорда лежит не
ниже графика функции, в частности, если мы рассмотрим
хорду, соединяющую точки (х1; f(x1)) и (х2; f(x2)) и лю�
бую точку (x; f(x)) (x1 < x < x2), то будет выполняться 

неравенство (значение функ�

ции в точке х не больше «значения хорды» в точке х),
равносильное требуемому. Геометрически данное неравен�
ство означает, что угловой коэффициент хорды, соединя�
ющей точки (х1; f(x1)) и (х; f(x)), не больше углового 

коэффициента хорды, соединяю�
щей точки (х; f(x)) и (х2; f(x2)) 
(рис. 9.8). б) Указание. Устремляя
х сначала к х1, а потом к х2 в до�
казанном в IX.250 а) неравенстве,

получим 

откуда мгновенно следует требу�
емое утверждение.

IX.251. а) Р е ш е н и е. Доказы�
вается по индукции.

Для n = 2 неравенство верно по определению выпуклости.
Пусть данное неравенство верно для n = k. Рассмотрим

точки х1, х2, …, хk + 1 из промежутка выпуклости. Пусть
даны неотрицательные числа α1, α2, …, αk + 1, такие, что
α1 + α2 + … + αk + 1 = 1. Обозначим сумму чисел α1 + α2 +

+ … + αk = β. Очевидно, что точка при�

надлежит промежутку выпуклости. Тогда верно f(α1х1 +
+ … + αk + 1хk + 1) = f(βx + αk + 1хk + 1) � βf(x) + αk + 1f(хk + 1) =

+ αk + 1f(хk + 1) �

+ αk + 1f(хk + 1) = α1f(х1) + … + αkf(хk) + αk + 1f(хk + 1), что 
и требовалось доказать.

б) Указание. Неравенство следует из IX.251 а), приме�
нённого к функции х2, выпуклой на R.

в) Указание. Неравенство следует из IX.251 б), доста�
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§ 61. Построение эскизов графиков 
с помощью производной. 

Решение задач с помощью производной

Задачи на построение графиков и исследование свойств
функции в школьном курсе, к сожалению, часто напоми�
нают гербарий: школьникам предлагается план исследо�
вания функции, состоящий из 10—12 пунктов, как то: об�
ласть определения, множество значений, промежутки воз�
растания и убывания, выпуклости, асимптоты и т. д., 
и начинается тренировка на построение графиков функ�
ций и исследование их свойств согласно этому плану.

Вне всяких сомнений несколько подобного рода при�
меров необходимо решить со школьниками, однако авто�
рам значительно ближе те задачи, в которых построение
графика не является самоцелью, а служит инструментом
решения задач. В качестве примера можно привести зада�
чи, в которых нужно ещё сообразить, какой график нуж�
но построить; задачи, в которых возможно построение не�
скольких графиков и выбор нужного графика зачастую яв�
ляется творческой задачей, существенно упрощающей
решение задачи (например, IX.276, IX.270—IX.300).

При составлении подборки этих задач авторы стара�
лись выбирать задачи, в которых, кроме стандартных ал�
горитмов, есть «что�то ещё» (необходимость логически
рассуждать, а не просто следовать известному алгоритму;
возможность переформулировки задачи, с тем чтобы свес�
ти её, например, к задаче на исследование свойств функ�
ции; просто красивая и нестандартная идея). Эти задачи
можно предлагать школьникам на уроках, в домашних
заданиях и даже для небольших исследовательских работ.

Выбор конкретных задач зависит от уровня подготовки
класса и вкуса учителя.

Отметим также, что при доказательстве неравенств
часто можно пользоваться утверждением из п. 2 § 61, рас�
сматривая соответствующие функции f и g.

Решения и указания к задачам

IX.258. а) Р е ш е н и е. Пусть 

Тогда f(1) = g(1) и при х > 1 откуда

и следует требуемое неравенство. б) Р е ш е н и е. Пусть 

f(x) = ex и Заметим, что f(0) = g(0), 

и докажем, что при х > 0 выполняется неравенство
f �(x) > g �(x) � ex > 1 + x. Для этого заметим, что 

2

2
( ) = 1 + + .

x
g x x

2

1 1
( ) = > = ( ),

x x
f x g x� �

1
( ) = 3 – .

x
g x( ) = 2 ,f x x
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f �(0) = g �(0) и при х > 0 выполняется неравенство f�(x) >
> g�(x) � ex > 1. Таким образом, согласно утверждению
из п. 2 § 63,  f �(x) > g �(x) при х > 0, а значит, и f(x) > g(x)
при х > 0. в) Указание. Решение аналогично решению за�
дачи IX. 258 б).

IX.259. Р е ш е н и е. Пусть и Тог�

да и при выполняется неравенство

f �(x) > g �(x) � 2 �

IX.260. б) Р е ш е н и е. > cosx � sinx > xcosx.

Пусть f(x) = sinx и g(x) = xcosx. Тогда f(0) = g(0) = 0 

и при выполняется неравенство f �(x) > g �(x) �
� cosx > cosx – xsinx. 

IX.262. б) Р е ш е н и е. Пусть f(x) = sinx и 

Тогда f(0) = g(0) = 0. Докажем, что при выпол�

няется неравенство f �(x) < g �(x) � cosx < В самом

деле, функция h(x) = cosx + x возрастает на отрезке 

(её производная меньше нуля) и её значение в точке 

равно а значит, при в) Р е ш е �

н и е. Обозначим

Таким образом, нам нужно доказать, что при x > 1

выполняется Обозначим f(x) = 2lnx и

Заметим, что f(1) = g(1) = 0, а при х > 1 вы�

полняется 

IX.263. Р е ш е н и е. Пусть Функ�

ция f определена при всех отрицательных x, и её произ�
водная равна 
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Нетрудно заметить, что на промежутке (–�; 0] наи�
большее значение функции достигается в точке х = –4 
(f возрастает на промежутке (–�; –4] и убывает на про�
межутке [–4; 0]). Для доказательства исходного неравен�
ства достаточно показать, что f(–4) � 0. Имеем:

что и требовалось доказать.

IX.264. Указание. Рассмотреть функцию 

на промежутке на котором она возрастает

IX.270. E(y) = [–1; +�). 
IX.271. 3. Р е ш е н и е. Рас�

смотрим функцию f(x) = 4e–x 	
	 (x2 + x – 5) – 1. Вычислим её
производную: f�(x) = 4 � e–x � (–x2 +
+ x + 6). Исследовав знак произ�
водной, можно сделать вывод,
что функция f убывает на про�
межутках (–�; –2] и [3; +�) 
и возрастает на промежутке [–2; 3]. Заметим также, что

а значения функции в точ�

ках х = –2 и х = 3: f(–2) = –8e2 – 1< 0 и f(3) = 28 � e–3 – 1 >

> > 0. 

Изобразим схематично график функции f (рис. 9.9).
Из рисунка видно, что функция f имеет ровно один ко�
рень на каждом из промежутков (–�; –2], [–2; 3] и 
[3; +�) (это можно формально доказать, используя теоре�
му Больцано — Коши и монотонность функции на данных
промежутках).

IX.272. Указание. Утверждение следует из возрастания
на R функции f(x) = x3 + 3x2 + 6x + 5 + arctgx +

IX.273. 2. Р е ш е н и е. Исследовав производную, мож�
но доказать, что f убывает на промежутке (–�; 1] и воз�
растает на промежутке [1; +�). f(1) < 0,

поэтому функция f имеет один корень на промежутке
(–�; 1] и один корень на промежутке [1; +�).

IX.274. Р е ш е н и е. Область определения функции

D(f) = (2; +�). Квадрат расстояния от точки М(2; 0) до

1

3
.

→ ±
lim ( ) = + ,

x
f x

�
�

4
.

π

28
27

– 1

→ +
lim ( ) = –1,

x
f x

�→ –
lim ( ) = + ,

x
f x

�
�

2 2 2 2

– sin cos – sin

cos cos
( ) = > > 0 .

x x x x x

x x x x
f x

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

2
0; ,

π⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

tg
( ) =

x
x

f x

4 4

11 11
(–4) = ln1 – = – < 0,f

85

Рис. 9.9



точки графика функции f с координатами (x; f(x)) равен

Квадрат расстояния от точки М до

графика функции f — это наименьшее значение l(x) на
промежутке (2; +�).

Исследуем функцию l(x). Сделаем замену переменной 
t = x – 2 и будем искать наименьшее значение функции

на промежутке (0; +�). Вычислим

Тогда h�(t) < 0 при Таким образом, наимень�

шее значение функции h(t) достигается при и равно

откуда искомое расстояние равно 

IX.275. Указание. См. задачу IX.259.

IX.276. Р е ш е н и е. Заметим, что b2(b + a) = 1�

� b3 – 1 = –ab2 � и переформулируем задачу:

какие значения a функция принима�

ет ровно 1 раз. Схематичный график функции f изобра�
жён на рисунке 9.10. Ответ можно «считать» по графику:
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IX.278. (1; 0,5). Р е ш е н и е. Преобразуем уравнение:

log3(y + 1) + log3(3 – x) = 1 � x < 3. Таким об�

разом, нужно найти расстояние от прямой до

ветви гиперболы x < 3 (рис. 9.11). Расстояние

от любой точки графика до прямой будет равно длине
перпендикуляра, опущенного из этой точки на прямую.
Наименьшая длина такого перпендикуляра будет у пер�
пендикуляра, опущенного из точки, касательная в кото�
рой параллельна данной прямой (это следует из выпуклос�
ти графика функции). Найдём точку х0, в которой каса�

тельная параллельна прямой Для этого найдём

точки х0, в которых Таким обра�

зом, х0 = 1.

IX.279. а = –0,4. Р е ш е н и е. откуда

следует, что функция при a � 0 имеет две точки экстре�

мума: х = 0 и 

Если a < 0, то график функции выглядит как на ри�
сунке 9.12, а и условие выполняется в том и только в том
случае, когда f(0) = f(2) � 2a = 8 + 22a � a = –0,4.

Если a > 0 (случай a = 0, очевидно, нас не устраивает),
график выглядит как на рисунке 9.12, б и наибольшее
значение достигается в двух точках тогда и только тогда,

когда что равносильно условию 125a3 –

– 135a – 54 = 0. 
Решим это уравнение 125a3 – 135a – 54 = 125a3 + 27 –

– (135a + 27 � 3) = (5a + 3)(25a2 – 15a + 9) – 27(5a + 3) =

10
3

–(2) = ,f a

10

3
–= .x a
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( ) = 3 + ,f x x x a⎛ ⎞
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= (5a + 3)(25a2 – 15a – 18) = 0, откуда (с учётом того, что
мы рассматриваем положительные a) a = 1,2. Итак, мы
получили единственного кандидата на ответ среди поло�
жительных а. Осталось проверить, что точка экстремума

функции попадает в нужный нам

промежуток Но это не так в ответ
входит только одно значение a из первого случая.

IX.280. 0,5. Р е ш е н и е. Пусть отрезок имеет концы 
(x1; b) (и эта точка принадлежит графику функции

) и (x2; b) (эта точка принадлежит графику

функции y = 2x). Тогда выполняются равенства 

и 
2x2 = b,

откуда Не�

трудно убедиться, что при x1 = 0
и x2 = –0,5 наименьшее значе�
ние достигается (рис. 9.13).

IX.281. Р е ш е н и е. Най�

дём точку, в которой касатель�
ная к графику y = –x2 будет па�
раллельна прямой y = x + 1. Рас�
стояние между этими прямыми
и будет искомым (рис. 9.14).
Имеем: (–x2)� = –2x = 1, откуда
х = –0,5 и уравнение касатель�
ной к графику y = –x2 в точке

имеет вид 

Расстояние между этой прямой

и прямой y = x + 1 равно 

IX.282. (sin1°)cos1° > (cos1°)sin1°.
Указание. Исследовать на воз�
растание и убывание функцию
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IX.284. Р е ш е �

н и е. x3 – ax – a � Гра�

фик функции изображён

на рисунке 9.15. По графику
нетрудно определить, что данное
уравнение имеет три корня на

отрезке [–2; 4] при 

IX.285. Указание. За�

дачу удобно переформулировать.
Уравнение x4 – ax3 + 27 = 0 име�
ет хотя бы один корень, боль�
ший 4, тогда и только тогда,

когда уравнение имеет

корень, больший 4, т. е. факти�

чески нужно найти множество значений функции 

при x ∈ (4; +�).
IX.286. a = 0, a = 4. Указание. Задачу удобно перефор�

мулировать. Какие значения производная данной функ�
ции y � = x3 – 3x + 2 принимает ровно два раза? Ответ лег�
ко увидеть, построив график производной.

IX.287. a ∈ [3; +�). Указание. Задачу удобно перефор�
мулировать. Нужно найти множество значений функции

на промежутке (0; +�).

IX.288. При три кор�

ня, при один корень,

при два корня. Указа�

ние. Задачу переформулировать.
Сколько корней у уравнения

в зависимости от a?

График функции 

изображён на рисунке 9.16.
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IX.289. а) При а > e два корня, при a = e и a < 0 один
корень, при a ∈ [0; e) корней нет. Указание. Исследовать

функцию 

IX.290. При и 0 < a � 1 один корень, при 

1 < два корня, при остальных a нет корней. Р е ш е �
н и е. Заметим, что решения уравнения могут быть толь�

ко при x > 0, а тогда ax = x � xlna = lnx �

Эскиз графика функции изображён на рисун�

ке 9.17. Из графика видно, что уравнение име�

ет один корень, при или lna � 0, два корня при

и ни одного корня при остальных a.

IX.293. Р е ш е н и е. Нетрудно заметить, что функция

возрастающая на интервале а тогда

(коэффициенты перевода из градусов в радианы в левой 
и правой частях неравенства одинаковые).

IX.294. Р е ш е н и е. Ясно, что график данного много�
члена выглядит как на рисунке 9.18 (x1, x2, x3 — точки
экстремума). f �(x) = x(4x2 + 3ax + 2b), откуда следует, что
одной из точек экстремума является 0 (b � 0, так как про�
изводная должна иметь три корня по теореме Ролля). Раз�
берём случай x1 = 0. Тогда x2 и x3 — два других (положи�
тельных) корня производной и их произведение по теоре�
ме Виета равно 0,5b, тем самым мы получили, что b > 0.
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Осталось заметить, что c = f(0) < 0 (иначе многочлен не
имеет корня на промежутке (–�; 0] и тем самым четыре
корня на R), а значит, bc < 0, что и требовалось доказать.
Аналогично разбираются случаи x2 = 0 и x3 = 0.

IX.295. Р е ш е н и е. Функция f выпукла, поэтому её
производная f � возрастает. Для того чтобы доказать, что
f �(x) → 0 при x → +�, достаточно показать, что при сколь
угодно больших значениях аргумента производная прини�
мает сколь угодно близкие к нулю значения.

Пусть М — произвольное число, для любого ε > 0 су�
ществует число K, такое, что при x1, x2 > K выполняется
неравенство |f(x1) – f(x2)| < ε. По теореме Лагранжа суще�

ствует c > K, такое, что откуда и следует

требуемое утверждение.

IX.296. a ∈ (2; +�)\{1 + 2 }. Р е ш е н и е. От уравне�
ния loga + 2x (x2 – 1) = n перейдём к уравнению x2 – 1 =
= (a + 2x)n, при этом a + 2x > 0, a + 2x � 1 и |x| > 1. По�
строим графики функций y = x2 – 1 и y = (a + 2x)n при 
a ∈ (0; 2] (рис. 9.19, а). Ясно, что при n 	 2 уравнение 
x2 – 1 = (a + 2x)n (a + 2x > 0, a + 2x � 1, |x| > 1) корней не
имеет, а значит, данные a нас не устраивают. В то же вре�
мя при a > 2 корень будет при любом n (см. рис. 9.19, б).
Осталось исключить случай, когда общая точка графиков
совпадает с точкой что происходит при

IX.297. Указание. Свести задачу к нахождению наи�

меньшего значения функции и воспользовать�

ся тем, что при любом натуральном n.
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ГЛАВА Х. Определённый интеграл

Изложение материала главы следует историческому
пути появления понятия определённого интеграла. 
А именно центральным является утверждение о том, что
площадь под графиком непрерывной функции является
первообразной данной функции.

В соответствии с общим подходом к уровню строгости
изложения авторы не доказывают существования площа$
ди криволинейной трапеции под графиком непрерывной
функции. Однако принципиально важным является упо$
минание о том, что этот факт необходимо доказывать 
(см. с. 172 учебника). Также следует упомянуть об отсут$
ствии доказательства аддитивности площади — свойства,
эквивалентного формуле Ньютона — Лейбница.

Вообще говоря, материал главы может излагаться с
различной степенью подробности. Например, можно не
доказывать свойства определённого интеграла (или дока$
зать их только для непрерывных функций), не рассмат$
ривать общий подход к понятию определённого интегра$
ла и т. п. 

Существенным моментом, который должен быть «про$
рисован» в изложении хотя бы эскизно, авторы считают
схему введения определённого интеграла.

Определённый интеграл вводится с помощью формулы
Ньютона — Лейбница, тем самым он определяется для
функций, имеющих конечное число точек разрыва на
промежутке интегрирования.

Однако в сильном классе можно рассмотреть общее 
определение интеграла Римана с помощью сумм Дарбу 
(с. 187—189 учебника). В этой ситуации можно доказать
формулу Ньютона—Лейбница для непрерывных функций
(это доказательство фактически повторит доказательство
утверждения на с. 180). Но такой путь представ$
ляется противоестественным для большинства школьни$
ков, тем более что придётся доказывать те свойства пло$
щади, которые «кажутся очевидными» (ту же аддитив$
ность).

Следует обратить особое внимание учащихся на то, что
формула Ньютона—Лейбница верна только для функций,
непрерывных на отрезке между пределами интегрирова$
ния.

Особое внимание следует уделить решению задач, свя$
занных с приложениями определённого интеграла, в том
числе решению физических задач. Было бы желательным
провести несколько интегрированных уроков с участием
учителей физики, на которых можно было бы рассмотреть
различные задачи с физическим содержанием.



93

План изучения материала главы Х приведён в табли$
це (количество часов дано для 4 и 5 часов алгебры и на$
чал математического анализа в неделю).

§ 62. Площадь криволинейной трапеции
Этот параграф посвящён определению площади криво$

линейной трапеции и связи её с первообразной. Особен$
ностью параграфа является большое количество сформу$
лированных, но недоказанных утверждений. К основным
таким утверждениям можно отнести:

# существование площади под графиком непрерывной
функции;

# возможность вычисления площади с помощью разбие$
ний на равные части (утверждение на с. 175 учебника);

# аддитивность площади криволинейной трапеции.

Полезно сформулировать учащимся эти утверждения,
обратив внимание на то, что они являются недоказан$
ными.

Центральной теоремой параграфа является теорема о
площади под графиком первообразной. Если в классе нет
времени обсуждать вопрос об определении площади кри$
волинейной трапеции, можно сразу перейти к доказатель$
ству этой теоремы, надеясь на то, что понятие площади
криволинейной трапеции для современных школьников
является столь же интуитивно ясным, как для Ньютона
и Лейбница.

Таким образом, материал этого параграфа служит фун$
даментом для появления понятия определённого интегра$
ла, в силу чего степень подробности изучения такого ма$
териала можно варьировать в зависимости от уровня под$
готовки класса, наличия времени и т. д.

Глава X. Определённый интеграл 10 16 

Площадь криволинейной трапеции. Определён$
ный интеграл. Формула Ньютона—Лейбница

1 2 

Свойства определённого интеграла 2 2

Применения определённого интеграла. Вычис$
ление площадей. Вычисление длин кривых

3 4

Физические задачи 2

Различные задачи на определённый интеграл 2 4

Контрольная работа № 7 2 2
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Авторы сочли излишним дублировать вузовский курс
в части приближённых методов интегрирования, однако
полезным является решение нескольких примеров, пока$
зывающих, как с помощью определения можно прибли$
жённо вычислить интеграл (задачи Х.1, Х.3). Эти задачи
служат для «прощупывания руками» определения площа$
ди под графиком и понимания того, что это определение
пригодно для практических целей вычисления конкрет$
ных площадей. При этом задача Х.3 показывает, как
можно априори оценивать точность вычисления площади
под графиком.

Задача Х.4, с одной стороны, аналогична примеру 4
учебника, а с другой — требует от учащихся вниматель$
ности, так как требуется вычислить площадь под графи$
ком функции, принимающей отрицательные значения на
соответствующем промежутке. Поэтому эту задачу умест$
но разобрать в классе с пояснением того, какая же вели$
чина найдена при помощи вычислений, аналогичных при$
ведённым в примере 4.

Решения и указания к задачам

Х.1. а) 

Х.2. 14. Р е ш е н и е. Решение задачи аналогично при$
меру 2 из §62 учебника. Разделим отрезок [1; 3] на n

равных частей. Длина каждой части равна Точки, де$

лящие отрезок, соответствуют числам Наиболь$

шее значение данной функции на каждом отрезке до$
стигается на правом конце этого отрезка. Поэтому

Таким образом, искомая площадь равна 

Замечание. Конечно, задача носит учебный характер,
и не следует с помощью определения площади криволи$
нейной трапеции вычислять площадь «обыкновенной»
трапеции. Однако полезно обратить внимание учащихся
на совпадение результатов вычисления площади двумя
способами, т. е. на то, что определение площади криволи$
нейной трапеции согласуется с обычным определением
площади многоугольной фигуры.

→
lim = 14.n
n

S
�

n

n n
k n2

4( + 1)8
= =+ 2 3 + 3 10 + (1 + 2 + … + + … + ) 10 + .

⎞
⎟⎠

�

2 2 4 2
= 2 1 + + 3 + 2 1 + + 3 + … + 2 1 + + 3 + … +n

k
n n n n

S
⎛ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝

2
= 1 + .i

i
n

x

2
.

n

15 7

32 32
в) = ; = .S s

14 5

27 27
б) = ; .=S s

15
88

; = .=S s



95

X.3. 11; 41. Р е ш е н и е. Решение задачи аналогично
примеру 3 из §62 учебника. Разделим отрезок [0; 1] на
n частей. Приближения по недостатку и по избытку

функции g будут равны 

Тогда а требу$

емое условие переписывается в виде неравенства 

Наименьшее значение n, удовлетворяющее такому нера$
венству, равно 11.

Случай отрезка [–1; 1] требует более тонких вычисле$
ний.

Если число отрезков разбиения чётно (т. е. n = 2k, 
k ∈ N), то одной из точек разбиения является число 0. 
В этом случае каждый из отрезков [–1; 0] и [0; 1] разби$
вается на k частей, причём в силу предыдущего случая
разность приближений по недостатку и по избытку на

каждом из этих отрезков будет отличаться на Тогда

Пусть n = 2k + 1, k ∈ N (здесь не рассмотрен случай
разбиения на 1 отрезок). Приближения по недостатку и

по избытку функции g будут равны 

и

Тогда 

Наименьшее чётное n, удовлетворяю$

щее неравенству равно 42. В то же время наи$
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меньшее нечётное n, удовлетворяющее неравенству

равно 41.

Х.4. Замечание. Задача носит пропедевтический харак$
тер к изучению определённого интеграла (см. рис. 10.6 на
с. 183 учебника). Решение задачи было бы аналогично
примеру 4 учебника и сводилось бы к отысканию пре$

дела суммы 

если бы функция не принимала отрицатель$

ных значений на данном промежутке.
Р е ш е н и е. В самом деле, аналогично приёму, исполь$

зованному в примере 4 (а ранее в примере 30 главы VI
учебника 10 класса), можно умножить каждый из коси$
нусов на и представить произведение синуса и 

косинуса в виде полуразности синусов. Получаем

откуда искомый предел равен нулю.

Замечание. Функция cos2x принимает на отрезке

как положительные, так и отрицательные значения. По$
этому, прежде чем пускаться в вычисления, полезно об$
судить с учащимися, что за величину мы найдём с по$
мощью этих вычислений. Таким образом, можно естест$
венно прийти к идее считать площадь, находящуюся под
осью абсцисс, отрицательной. Здесь можно привести ил$
люстрации, показывающие естественность такого опреде$
ления. Например, если соответствующая функция иллю$
стрирует прибыль в единицу времени, разумно изобра$
жать убытки в виде отрицательной прибыли. В этом
случае площадь под графиком такой функции будет рав$
на прибыли за соответствующий период времени, причём
в этой ситуации разумно считать площадь, находящуюся
под осью абсцисс, отрицательной.

Х.5, Х.6. Такие функции существуют. Это функции,
похожие на функцию Дирихле. А именно пусть одна из
функций — функция Дирихле D(x), а другая задаётся 

условием (отметим, что f(x) = 1 – D(x)).
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Тогда при всех вещественных значениях х имеем 
f(x) � D(x) = 0, а f(x) + D(x) = 1. Тем самым эти функции
удовлетворяют условиям задач Х.5 и Х.6.

§ 63. Определённый интеграл
Понятие определённого интеграла вводится для функ$

ций, имеющих конечное число точек разрыва на проме$
жутке между пределами интегрирования. Для этого опре$
деление с помощью формулы Ньютона—Лейбница, 
введённое для функций, непрерывных на отрезке, обобща$
ется на функции, непрерывные на промежутке, а затем с
помощью суммирования интегралов по промежуткам не$
прерывности распространяется на функции, имеющие ко$
нечное число точек разрыва.

Эта схема может излагаться с разной степенью подроб$
ности, но мы полагаем методологически полезным обри$
совать её хотя бы эскизно, поскольку введение новых по$
нятий «от частного к общему» весьма распространено в
науке вообще.

Несмотря на то что теорема об интеграле с перемен$
ным верхним пределом в данном изложении является
простым следствием определения, мы полагаем необходи$
мым выделить и сформулировать её отдельно в силу того,
что её применение позволяет решать большой класс задач.

Задачи Х.7—Х.10 предназначены для иллюстрации
вводимого понятия и не требуют никаких размышлений,
кроме применения определения интеграла. Нахождение
первообразных в этих задачах не требует значительных
усилий. Задачи различаются классами интегрируемых
функций. Естественно в течение урока решить один$два
пункта каждой из этих задач, задав остальные в качест$
ве домашнего задания.

Задачи Х.11—Х.15 предназначены не только для при$
менения определения и формулы Ньютона—Лейбница, но
и для анализа применимости этой формулы (Х.12 б), ре$
шения задач с параметром, сведения к системам и т. п.

Задачи Х.16—Х.20 также отрабатывают применение
определения, но нахождение первообразных в них затруд$
нено. Эти задачи могут решаться по схеме примера 7 
из § 63 учебника как нахождением первообразной, так и
вычислением площади. Здесь используется либо подход к
нахождению первообразной кусочно$заданной функции,
либо геометрическая интерпретация определённого интег$
рала. При этом полезным является равенство |х| = xsignx.
Например, с помощью этого равенства легко можно полу$

чить не занимаясь «склеиванием» перво$∫
| |
2

| | = + ,
x x

x dx C



98

образных на отдельных частях области определения.
Обобщением этой формулы является формула

В задачах Х.21—Х.23, помимо трудностей с нахожде$
нием первообразных (которые для кусочно$заданных
функций находятся «склеиванием» на отрезках подобно
примеру 39 из § 68 учебника), добавляется необходимость
анализа применимости формулы Ньютона—Лейбница, а
также чёткое понимание того, по какой переменной ведёт$
ся интегрирование (Х.23).

Задачи Х.25—Х.30 посвящены расширению понятия
определённого интеграла и требуют понимания того, что
такое интеграл функции, непрерывной на промежутке
(Х.25, Х.26), и применения определения интеграла для
функции с конечным числом точек разрыва (Х.27—Х.30).

Решение задач Х.31—Х.33 позволит учащимся осо$
знать связь между понятиями определённого интеграла и
производной и использовать эту связь для быстрого реше$
ния задач. Отметим, что большая часть этих задач может
быть решена «в лоб», но на такое решение потребуется
неизмеримо больше времени, а вероятность ошибки суще$
ственно повысится.

Особо отметим задачу Х.34, которая показывает, что к
применению теоремы Барроу нужно относиться внима$
тельно. Если переменная встречается не только в пределе
интегрирования, но и в подынтегральной функции, полу$
чается сложная функция, к которой теорема Барроу не$
применима.

Решения и указания к задачам

Х.7. а) б) в) 12. г) д) 6 – 4ln3. е) Ука�

зание. Полезно представить подынтегральное выражение
в виде (х – 1)3 – 1, что существенно упростит вычисления.

Х.8. а) б) 2. в) –0,4.

Х.9. а) б) в) 

Х.10. 

Х.11. а) Р е ш е н и е. 

Задача сводится к решению уравнения

откуда 
2
3 –= 3 1.a+

3
22

3
( 1) = 2,a

+
3
22

3
( 1) .= a

3
2

1 1

2
3

1 ( 1)= =

aa

x dx x
− −

+ +∫
2
3 –= 3 1.a

π
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.
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б) а = 2. Указание. Аналогично задаче Х.11 а), прихо$
дим к уравнению 12 – а2 – а = а3 – а, откуда а = 2.

Х.12. а) k ∈ Z. 

б) х = �е. Р е ш е н и е. Имеем 

Тогда исходное уравне$

ние даёт lnx2 = 2, откуда х = �е.

Х.13. Р е ш е н и е. Здесь важно всё
время помнить, что интегрирование

ведётся по переменной t: 

Итак, График

представлен на рисунке 10.1.

X.14. а) Р е ш е н и е. Способ 1. 

откуда искомый предел равен 

Способ 2. Другой подход состоит в том, чтобы, обозна$

чив заметить, что так как f(1) = 0, то

Функция f(b) задана как ин$

теграл с переменным верхним пределом, поэтому её про$
изводная равна подынтегральной функции. Тем самым
f �(1) = 13 = 1. Теперь осталось заметить, что 
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б) Р е ш е н и е. Здесь также возможны два способа

решения. Приведём более изящное из них.

Пусть Тогда, по определе$

нию интеграла f(a) = F(2) – F(a), g(a) = G(a) – G(2), где 
F — первообразная функции а G — первообразная

функции Умножив числитель и знаменатель

исходной дроби на а – 2, получаем исходный предел рав$

ным (в первом пе$

реходе мы использовали определение производной).

Х.15. а) Р е ш е н и е. Представим квадра$

тичную функцию в виде f(x) = a(x – b)2 + c (представление
в таком виде достигается выделением полного квадрата).

Следовательно, 

(1 – 3b + 3b2) + c. Аналогично

Итак, имеем систему уравнений: 

Вычитая из уравнения (3) уравнение (2), а из уравне$
ния (2) — уравнение (1), получаем систему$следствие:

из которой, разделив одно уравнение на

другое, получаем откуда b = 0. Тогда и на$
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Замечание. Конечно, можно было действовать, обозна$
чив стандартным образом неизвестные коэффициенты
трёхчлена f. При этом получается система трёх линейных
уравнений с тремя неизвестными, также решаемая после$
довательным вычитанием уравнений.

б) Р е ш е н и е. Пусть f(x) = ax + b. Тогда 

Видно, что ука$

занные числа образуют арифметическую прогрессию с
разностью а. Необходимым и достаточным условием того,
что три числа образуют арифметическую прогрессию, яв$
ляется то, что сумма двух из
них равна удвоенному третьему.
Таким образом, А + С = 2В.

Замечание. Легко видеть,
что любые три числа, образую$
щие арифметическую прогрес$
сию, могут быть интегралами
линейной функции, угловой ко$
эффициент которой равен раз$
ности прогрессии, а свободный
член легко находится. До иско$
мого соотношения легко дога$
даться, используя геометричес$
кие соображения (рис. 10.2).

Х.16. а) 1. б) –18. в) 

г) Р е ш е н и е. Способ 1. 

(в по$

следнем равенстве мы воспользовались результатом при$
мера 49 главы IX).

Тогда 

Способ 2. Можно вычислить этот же интеграл из гео$
метрических соображений подобно примеру 8 из § 63
учебника. Искомый интеграл равен площади закрашенной
фигуры, равной сумме площадей прямоугольного треу$
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гольника и кругового сектора с центральным углом 120°
(рис. 10.3).

д) Указание. Решение аналогично реше$

нию задачи Х.16 г), поскольку 

Х.17. Замечание. При разборе задач этого номера по$
лезно упомянуть, что в дальнейшем, после доказательства
свойства аддитивности определённого интеграла, можно
будет решать задачи интегрирования кусочно$заданных
функций, складывая интегралы на отдельных частях об$
ласти определения.

а) 4. Р е ш е н и е. Способ 1. Найдём первообразную по$
дынтегральной функции. Заметим, что подынтегральная

функция равна 

Поэтому одна из её первообразных будет равна

Тогда 

Способ 2. Указание. Ответ может быть получен из гео$
метрических соображений как площадь треугольника на
рисунке 10.4.

б) 3,5. в) 

X.18. а) б) 

Х.19. а) Р е ш е н и е. Найдём первообразную 

подынтегральной функции на отрезке обозна$
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чив подынтегральную функцию f. Получим

Тогда одна из первообраз$

ных будет равна отку$

да искомый интеграл равен 

б) 

в) Р е ш е н и е. Для упрощения вычислений, что$
бы не «склеивать» первообразную в двадцати точках,
можно воспользоваться геометрическим смыслом интегра$
ла, заметив, что искомый интеграл равен суммарной 

площади под двадцатью арками синусоиды 
(рис. 10.5). Площадь под одной такой аркой равна

г) Указание. Решение аналогично решению зада$
чи Х.19 в).

Х.20. а) б) 0,5.

Х.21. а) Р е ш е н и е. Типичное решение, которое
предъявляют школьники, состоит в следующем:
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Приравняем полученные выражения и, избавившись
от знаменателей, получим уравнение x4 + x3 – 3x2 – 7x +
+ 2 = 0. Это уравнение имеет корень х = 2. После деления
левой части уравнения на х – 2 получаем х3 + 3х2 + 3х –
– 1 = 0. Это уравнение приводится к виду (х + 1)3 = 2, от$
куда 

Однако важно заметить, что если в промежуток ин$

тегрирования функции попадает её точка разры$

ва t = 2, то соответствующего интеграла не существует.
Точка х = 2 не является ответом, поскольку t = 2 содер$
жится в отрезке [–2; 4]. А вот точка ответом

является, так как и 
б) х = 0. Р е ш е н и е. Здесь, как и в предыдущей зада$

че, аналогичная ситуация с проверкой принадлежности
точки разрыва подынтегральной функции промежутку
интегрирования. Уравнение сводится к следующему:

tg2x – tgx = sinx, откуда 

следовательно, х = πk, k ∈ Z.
При всех найденных значениях х, кроме нуля, в про$

межутке между х и 2х будет точка вида n ∈ Z.

Х.22. Р е ш е н и е. При х < 2 на промежутке интегриро$
вания подынтегральная функция тождественно равна 2.
Следовательно, при х < 2 y = 2х – 2.

При х � 2 первообразная подынтегральной функции

равна а тогда 

y = x2 – 2x – (2 · 1 – 4) = x2 – 2x + 2.

Итак, График представлен на

рисунке 10.6.
Х.23. а) Если t < 0, то на промежутке [0; 1] подынтег$

ральная функция равна х2 – 2tx, а тогда

Если t > 0,5, то на промежутке [0; 1] подынтегральная

функция равна 2tx – х2, откуда 
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Если 0 � t � 0,5, то подынтегральная функция равна

а тогда 

График функции представлен на рисунке 10.7.
б) Замечание. Решать задачу можно аналогично зада$

че Х.23 а), а можно упростить решение, если понимать,
что в процессе интегрирования х является константой.

Р е ш е н и е. Используя сделанное замечание о первооб$
разной модуля, получаем, что первообразная подынтег$

ральной функции равна а тогда

График функции

представлен на рисунке 10.8.
Х.24. а) 0. Р е ш е н и е. Действительно, любая нижняя

сумма Дарбу для функции х2R(x) равна нулю. Поскольку
0 � x2 � 1 на отрезке [–1; 1], любая верхняя сумма Дар$
бу функции х2R(x) не превосходит верхней суммы Дарбу
функции Римана. Поэтому, коль скоро для любого ε > 0
существует разбиение, верхняя сумма Дарбу для которо$
го меньше ε, тем более для этого же разбиения верхняя
сумма Дарбу функции х2R(x) будет меньше ε.

б) Не существует. Р е ш е н и е. Подынтегральную функ$

цию можно описать как Тогда в лю$

бой рациональной точке, не являющейся целым числом,
имеет место неравенство F(x) � 0,5.

Возьмём произвольное разбиение отрезка [0; 1] на ко$
нечное число промежутков. Тогда на любом промежутке
разбиения максимум функции будет не меньше 0,5, а по$
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тому любая верхняя сумма Дарбу функции F будет не
меньше 0,5. В то же время любая нижняя сумма Дарбу
равна нулю. А значит, интересующий нас интеграл не су$
ществует.

Х.25. а) Указание. Решение аналогично примеру 9

из § 63 учебника. 

б) Не существует. Р е ш е н и е. 

Тогда Искомого интеграла не существует.

в) Р е ш е н и е. Тогда

Х.26. Существует при a > –1. Р е ш е н и е. Заметим, что

при а 	 –1 выполнено (случай а = –1

рассмотрен в задаче Х.25 б). При этом можно считать 
ε > 0, в соответствии с замечанием об области определе$
ния степенной функции с произвольным показателем.

Тогда при а > –1 выполнено а при 

а < –1 предела не существует. Таким образом, интеграл

существует при a > –1.

Х.27. а) Р е ш е н и е. Подынтегральная функция имеет
разрыв в точке х = 0. В соответствии с определением ин$
теграла для такой функции получаем

б) sin3 – sin1. Указание. Решение аналогично решению
задачи Х.27 а). 

Х.28. а) б) –4. в) 

Х.29. 
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Х.30. а) 17 – log2(315). Р е ш е н и е. 

График подынтегральной функции приведён на рисун$
ке 10.9.

б) График подынтегральной функции

представлен на рисунке 10.10. 
Х.31. а) 

б) Р е ш е н и е. Пусть G(x) — первообразная функции
(знать явный вид этой первообразной не обяза$

тельно). Так как по определению интеграла 

то 

в) Р е ш е н и е. Поэтому

г) Р е ш е $

н и е. д) Р е ш е н и е. F �(x) =2 2( ) = 1 + ( + 1) – 1 + .x x xF �

2( ) = ( ( + 1)) = + 1 + 1 = 1 + ( + 1) .( ) ( )x G x G x x xF �� � � �

+1

2

1

1 + = ( + 1) – (1).
x

t dt G t G∫

2( ) = ( (1) – ( )) = – = – 1 + .( )x G G x G x xF � � �= (1) – ( ),G G x

1

21 + =
x

t dt∫

21 + x

21 + .x

8
3

2 + 3 – .

2 2 2 2

2 2 2 2

log 3 log 5 log 6 log 72 3

1 log 3 2 log 5 log 6 log 7

+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 .dx dx dx dx dx dx∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫

3 1

0 0

2 = 1 +x dx dx⎡ ⎤⎣ ⎦∫ ∫

Рис. 10.9 Рис. 10.10



108

е) Р е ш е н и е. Поскольку 

Х.32. а) б) .

в) Р е ш е н и е. Заметим, что

g �(2) = 2e–4, т. е. g �(2) равно значению подынтегральной
функции в точке х0 = 2. Воспользуемся уравнением каса$
тельной и результатом задачи Х.32 а). Получим

Х.33. y = –x – 3 + π + 4πk; 

k ∈ Z. Р е ш е н и е. Чтобы каса$

тельная была параллельна данной прямой, необходимо,
чтобы её угловой коэффициент  был равен –1. В свою оче$
редь, угловой коэффициент касательной — это производ$
ная данной функции в точке касания. А производная дан$
ной функции — это подынтегральная функция. Значит,
для нахождения абсциссы точки касания получаем урав$
нение 2sin2x – 3sinx = –1.

Решив это уравнение, получаем 

Для составления уравнения касательной необходимо
знать значение функции в точке касания. Поэтому при$
дётся получить явное выражение для функции f, а имен$

но Тогда соответствующие ка$

сательные имеют такие уравнения: y = –x – 3 + π + 4πk,

k ∈ Z.

Видно, что ни одна из полученных прямых не совпадает
с прямой у = –х + 5, поэтому совокупность полученных
уравнений образует ответ.

Х.34. 4. Р е ш е н и е. 

Тогда F �(x) = –3x2 + 6x. Итак, производная при положи$
тельных значениях х единственный раз меняет знак с «+»
на «–» при х = 2, поэтому в точке х = 2 достигается наи$
большее значение функции, равное 4.
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Замечание. Обратите внимание, что производная функ$
ции F не совпадает с подынтегральной функцией, в кото$
рую вместо t подставлен х. Это связано с тем, что х име$
ется не только в верхнем пределе интегрирования, но и в
записи подынтегральной функции. Поэтому в данном слу$
чае теорему Барроу применять нельзя.

§ 64. Свойства определённого интеграла
В параграфе рассматриваются свойства, связанные с

арифметическими действиями, свойства, связанные с не$
равенствами, и отдельно выделяемое свойство подстанов$
ки, которое позволяет вычислять определённые интегра$
лы, не возвращаясь к исходной переменной.

Считаем, что в классе со средней успеваемостью и мо$
тивацией можно ограничиться доказательством свойств
для непрерывных подынтегральных функций, приняв их
без доказательства для функций, имеющих конечное чис$
ло точек разрыва. Доказательства в этой ситуации элемен$
тарны и сводятся к манипуляциям с формулой Ньютона—
Лейбница.

Для более сильных учащихся можно задать самостоя$
тельно разобрать доказательство остальных свойств (кро$
ме свойства 1, доказанного в тексте) для функций, имею$
щих конечное число точек разрыва.

Полезными при решении задач являются сформулиро$
ванные в пункте 3 учебника свойства интеграла чётных и
нечётных функций по симметричному относительно нуля
промежутку, а также свойства интеграла периодической
функции. Приведённые в учебнике примеры показывают,
как использовать эти свойства при решении задач.

Задачи к этому параграфу в соответствии с идеологи$
ей авторов иллюстрируют положения теории и особеннос$
ти их применения.

Можно обратить внимание на задачи Х.43—Х.45, в ко$
торых использована техника дифференцирования функ$
ций, записанных с помощью интеграла с переменным
верхним пределом, отработанная при решении зада$
чи Х.31.

Обращаем также внимание на то, что подстановки в
определённом интеграле удобно записывать в одном из
двух видов: х = ϕ(t) или y = f(x). В последнем случае тео$
рема о подстановке в определённом интеграле читается

справа налево: поэтому естест$

венно, что такая подстановка также имеет право на ис$
пользование. Выбор тех или иных подстановок диктуется

( )

( )

( ) ( ( )) ( ) ,=
f b b

f a a

g y dy g f x g x dx∫ ∫ �
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соображениями удобства. В решении задачи Х.46 а) про$
демонстрировано использование подстановок обоих типов.

Стоит также заострить внимание учащихся на том,
что пределы интегрирования после подстановки должны
соответствовать тем, которые были до подстановки. 
В примере 20 из § 64 учебника при подстановке х = –t по$
лучился интеграл от 1 до 0 в соответствии с тем, во что
перешли пределы интегрирования исходного интеграла
после подстановки. Соответствующее изменение пределов
интегрирования особенно ярко заметно в задачах Х.46 в),
Х.49.

Обратим внимание, что в задачах Х.48—Х.50 исполь$
зование свойств определённого интеграла необходимо,
поскольку соответствующие первообразные не выражают$
ся в явном виде через элементарные функции.

Решения и указания к задачам

Х.35. а) eπ – 1. Р е ш е н и е. По свойству 1 определённо$
го интеграла, связанному с арифметическими действиями,
запишем:

Замечание. Отметим, что непосредственное вычисление
двух данных интегралов возможно, но достаточно гро$
моздко.

б) 2 + 2ln3.

Х.36. а) Р е ш е н и е. 

Второе слагаемое будет положитель$

ным как интеграл неотрицательной непрерывной функ$
ции, не равной тождественно нулю на промежутке интег$

рирования. Поэтому 

б) Указание. Решение анало$

гично решению задачи Х.36 а) с той разницей, что «лиш$
нее» слагаемое будет отрицательным.
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Замечание. Обратим внимание, что интегралы в зада$
нии Х.36 не вычисляются в явном виде.

Х.37. а) Р е ш е н и е. Заметим, что

на отрезке выполнено неравенство х2 < x, откуда

2x2
< 2x, а с учётом положительности функции y = cosx 

на этом промежутке получим 2x2
cosx < 2xcosx, откуда

Замечание. Во втором издании учебни$

ка будет исправлена верхняя граница интегрирования на 

б) Р е ш е н и е. Так как на отрезке [1; 2]

выполнено то а следова$

тельно, и 

Х.38. а) Р е ш е н и е. Заметим, что на отрезке [0; 1] вы$

полнено неравенство причём обе части не$

равенства обращаются в строгие в некоторых точках от$
резка. Тогда на отрезке [0; 1] выполнено неравенство

По теореме об интегрировании неравенств

с учётом того, что обе части данного неравенства стано$
вятся строгими в некоторых точках отрезка, получаем

Из того что 

и , следует требуемое неравенство.

Замечание. Вычислить можно непосредствен$

но (разложив x9 по степеням х + 1), но это вычисление не
облегчит доказательства неравенства.
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б) Указание. Решение аналогично решению зада$
чи Х.36 а) и сводится к интегрированию неравенства

верного на отрезке 

Х.39. 0. Р е ш е н и е. На отрезке [0; 1] выполнено нера$

венство По теореме об интегрировании нера$

венств получаем А тогда по теореме 

о сжатой последовательности искомый предел равен нулю.
Замечание. Задача служит логическим продолжением

задачи Х.38 а). Кроме того, вычислить можно и

непосредственно. Для этого, выделив в дроби целую

часть, получим отку$

да Таким обра$

зом, доказанное нами утверждение можно сформулиро$
вать так (разделив выражение для интеграла на (–1)n): 

X.40. 2. Р е ш е н и е. Так как при t � 0 выполнено не$

равенство (сравните с задачей IX.258 в),

то откуда 

т. е. 

Таким образом, получим

Поскольку и 

то по теореме о сжатой последовательности 
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Х.41. Р е ш е н и е. Справедли$
вость неравенства следует из соот$
ношения между площадью трапе$
ции CDAE (AE — касательная к
графику функции f в точке А),
представляющей собой левую часть
неравенства, площадью под графи$

ком функции f, равной 

и площадью трапеции ABCD, пред$
ставляющей собой правую часть не$
равенства (рис. 10.11).

Х.42. Р е ш е н и е. Пусть в неко$
торой точке х0 выполнено неравен$
ство f(x0) < 0. Тогда по свойству 2
функции, непрерывной в точке 
(с. 30 учебника) в некоторой окре$
стности (α; β) точки x0, функция

будет отрицательной. Тогда и вопреки условию.

Х.43. Р е ш е н и е. Рассмотрим функцию G(x) =

и докажем, что она неотрицательна при

х � 0 (утверждение, равносильное утверждению задачи).

Действительно, 

(первые два слагаемые — результат дифференцирования
произведения). Заметим, что так как функция f положи$

тельна при х � 0, то и Таким образом, G�(x) > 0

при х > 0, а тогда G(x) > G(0) при х > 0. Для окончания
доказательства осталось заметить, что G(0) = 0.

Таким образом, доказано более сильное утверждение 
о том, что функция G положительна при х > 0.

Х.44. Р е ш е н и е. Возьмём производную функции ϕ и
докажем, что производная будет положительной при х > 0.
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Последняя дробь положительна при х > 0, так как поло$

жительны выражения f(x), и 

(положительность последнего выражения доказана в зада$
че Х.43).

Х.45. Р е ш е н и е. Действительно, рассмотрим функцию

и покажем, что G �(x) > 0 при х > 0.

А для этого достаточно показать, что 

Рассмотрим функцию Вычислим

производную этой функции: F �(x) = f(x) + xf �(x) – f(x) =
= xf �(x). Так как по условию функция f возрастает при 
х > 0, то при х > 0 произведение xf �(x) положительно, зна$
чит, функция F возрастает на [0; +�). Так как F(0) = 0,
то F(x) > 0 при х > 0. Таким образом, доказано, что

Х.46. а) Р е ш е н и е. Способ 1. С помощью подста$

новки x = sint для получаем

Способ 2. Воспользуемся подстановкой y = 1– x2. Тогда

dy = –2xdx, откуда 

б) Р е ш е н и е. Воспользуемся подстановкой 
y = 1 + x2, получим 
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4

2 2
1 2

1
2

1 +
= 2 2.–= =

dy
xdx

yx
y∫ ∫

2 – 2.

10 1 3
2 2

–1 0 0

1 1
3 32

1 .– = – = – = –
dyx x dx y y⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠∫ ∫ �

0 0 03
2 2

––1 – 2
2

cos 1
3 3

1 = cos sin = = .– ––
t

x x dx t tdt
ππ

∫ ∫

2
– 0t

π
� �

1

3
.–

0

( ) – ( ) > 0.
x

xf x f t dt∫

0

( ) = ( ) – ( ) .
x

F x xf x f t dt∫
0

( ) – ( ) > 0.
x

xf x f t dt∫

0

2

( ) – ( )

( ) =

x

xf x f t dt

G x
x

∫
�

0 0

( ) – ( )
x x

x f t dt tf t dt∫ ∫�

2

0

( )
x

f t dt
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠∫



115

в) 

Х.47. Р е ш е н и е. Производная

равна 0 в точке х = 1, в которой она меняет знак с «–» на
«+», поэтому в этой точке функция имеет минимум, кото$
рый, будучи единственным экстремумом на области опре$
деления, является и наименьшим значением функции.

Итак, наименьшее значение функции — это

Первое слагаемое равно 0 как интеграл нечётной функ$
ции по промежутку, симметричному относительно 0. Та$

ким образом, 

Х.48. y = 2tg21(x – 1). Р е ш е н и е. Схема решения напо$
минает решение задач Х.32 и Х.33. Но, в отличие от упо$
мянутых задач, интеграл не выражается через элементар$
ные функции. Однако F(1) = 0 как интеграл от нечётной
функции по промежутку, симметричному относительно 
нуля. Так как F �(1) = 2tg21, то искомое уравнение каса$
тельной записывается как y = 2tg21(x – 1).

Х.49. Р е ш е н и е. Воспользуемся подстановкой 

получим (знак «–» исчез

в результате перемены мест пределов интегрирова$
ния).

Х.50. 0. 
Х.51. а) 0. Р е ш е н и е. Так как подынтегральная функ$

ция непрерывна, неотрицательна и не равна тождествен$
но нулю, то при x > 0 интеграл будет положителен, а при
x < 0 — отрицателен. Поэтому единственным решением
уравнения является x = 0.

б) πk, k ∈ Z. Р е ш е н и е. Воспользуемся подстанов$

кой получим
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Заметим, что при x = π полученный интеграл равен 0
как интеграл нечётной функции по промежутку, симмет$

ричному относительно 0. Итак, 

Рассмотрим теперь Воспользуемся подстанов$

кой t = π + u. Получим

Таким образом, 

Так как функция cosnx периодична с периодом 2π и
интеграл этой функции по одному из промежутков длины
2π равен 0, то интеграл по любому промежутку, длина ко$
торого кратна периоду, будет равен 0.

Тогда и 

k ∈ Z.

Более того, 

т. е. функция F периодична с периодом 2π.

Таким образом, все числа вида х = πk, k ∈ Z являются
корнями исходного уравнения.

Докажем теперь, что других корней у уравнения нет.
Для этого, в силу периодичности функции F, достаточно
показать, что их нет на промежутке [0; 2π].

1) Докажем сначала, что других корней нет на интер$

вале (0; π). В самом деле, если то подынтеграль$

ная функция cosnx непрерывна, неотрицательна и не рав$

на тождественно нулю, а потому 
0
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Пусть теперь Тогда 

Во втором слагаемом применим подстановку t = π – u,
получим 

Итак,

(здесь учтено, что поэтому оставшийся ин�

теграл будет положителен).

2) Рассмотрим π < x < 2π. Заметим, что 

С помощью подстановки 

t = π + u получаем В рассуждении 1)

было показано, что полученный интеграл не может быть
равен нулю.

Геометрический смысл рассуждения ясен из рассмот�
рения рисунка 10.12, на котором схематически изображён
график функции cosnx при нечётном n. Криволинейные
трапеции, ограниченные графиком этой функции на от�

резках и равны как геометрические фигуры,

но одна находится над осью абсцисс, а другая — под ней.
Итак, корнями уравнения являются числа вида πk, k ∈ Z.

Х.52. При нечётных n. Р е ш е н и е. Фактически нужное
рассуждение проведено в решении предыдущей задачи.
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Действительно, пусть функ�
ция F периодична с некоторым
периодом T, т. е. F(x + T) =
F(x), что означает

откуда

(1)

при всех значениях х. Если n — чётное число, то равен�
ство (1) не выполняется ни при каком положительном
значении T, поскольку подынтегральная функция будет
неотрицательна и не равна нулю во всех точках.

При нечётном n выполнено 

(рассуждение дословно повторяет использованное в приме�
ре 21 из § 64 учебника). И значит, функция F(x) будет пе�
риодической.

Х.53. а) Примером может служить функция f(t) =
= sin2t. В предыдущей задаче доказано, что соответствую�
щая функция F будет непериодической.

б) Р е ш е н и е. Такого рода условие найдено в задаче
Х.52. Это существование такого T1 > 0, для которого при
всех вещественных значениях х выполняется равенство

Докажем, что в качестве T1 можно взять T. Предполо�

жим противное. Пусть при всех вещест�

венных х (то, что этот интеграл не зависит от х, состав�
ляет содержание свойства на с. 198 учебника). Не умаляя
общности, можно считать a > 0. Так как F непрерывна 
и периодична, то она ограничена на R и достигает своих
наибольшего и наименьшего значений (задача VIII.84).
Обозначим их M и m соответственно. Однако, рассмотрев

при натуральных k выражение (поскольку
0
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этот интеграл равен сумме k интегралов по промежут�
кам длины T, каждый из которых равен а), получим, 
что F(kT) может принимать сколь угодно большие значе�
ния.

Тем самым показано, что для периодичности функции
F необходимо и достаточно выполнения при всех значени�
ях х равенства 

По свойству интеграла периодической функции (с. 198
учебника) получим

Таким образом, для периодичности функции F, задан�
ной как интеграл непрерывной периодической функции,

необходимо и достаточно, чтобы где T — пери�

од подынтегральной функции.
Замечание. В рассуждениях нигде не использовалось,

что T — главный период подынтегральной функции, по�
этому сформулированное утверждение верно для произ�
вольного периода подынтегральной функции.

в) Является. Р е ш е н и е. Отметим прежде всего, что
подынтегральная функция периодична с периодом 2π.
Преобразуем подынтегральное выражение с помощью
формулы преобразования произведения косинусов в сум�
му. Тогда под интегралом окажется сумма косинусов, ар�
гументы которых представляют собой выражения вида

для различных комбинаций знаков «+»

и «–». Количество слагаемых в этой сумме будет равно
22007. 

Заметим, что ни у одного из косинусов аргумент не ра�

вен 0 (поскольку в сумме все слагаемые, кро�

ме 1, кратны 3).

Воспользуемся теперь тем, что Так как

все числа вида соизмеримы с 2π, то существует
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число T, «кратное» всем таким числам, а также числу 2π,
а значит, интеграл от 0 до T каждого из слагаемых будет

равен 0. Таким образом, 

� cos32007tdt = 0, причём T является периодом подынтег�
ральной функции. Как показано в предыдущем пункте,
этого достаточно, чтобы F была периодической.

Так как периодом функции F является любой период
подынтегральной функции (см. замечание к задаче Х.53 б)),
то функция F периодична с периодом 2π.

Х.54. Оба интеграла равны 0. Указание. Для вычисле�
ния нужно разбить промежуток интегрирования на два
промежутка числом 1, после чего в одном из полученных 

интегралов сделать замену 

Х.55. Р е ш е н и е. С помощью заме�

ны x = t + 2π получаем 

Остаётся заметить, что на интервале (0; π) выполнено не�

равенство а тогда и 

Х.56. Р е ш е н и е. Пусть 2π(k – 1) < x � 2πk, k ∈ N. До�
кажем требуемое индукцией по k.

База индукции. k = 1. При 0 < x � π требуемое неравен�
ство выполнено в силу неотрицательности подынтеграль�
ной функции, не равной тождественно нулю.

Пусть π < x � 2π. Тогда 

Во втором слагаемом воспользуемся подстановкой t = y + π.

Получим а тогда

Осталось отметить, что при выбранных значениях х 
на промежутке от 0 до π – х выполнено неравенство

что и даёт положительность искомого
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выражения. Тем самым показана положительность данно�
го интеграла при всех х от 0 до 2π. База индукции дока�
зана.

Индукционный переход. Пусть утверждение выполне�
но для 2π(k – 1) < x � 2πk. Докажем его для 2πk < x �
� 2π(k + 1).

При 2πk < x � π + 2πk запишем данный интеграл в ви�

де Первое слагаемое поло�

жительно в силу индукционного предположения, а второе
неотрицательно в силу неотрицательности подынтеграль�
ной функции.

При π + 2πk < x � 2π(k + 1) аналогично доказательству

базы получаем

, откуда, исполь�

зуя неравенство верное на промежутке 

(π + 2πk; 2π(k + 1)), получаем

В полученной сумме первое слагаемое положительно по
индукционному предположению, а оставшиеся два слага�

емых неотрицательны.

§ 65. Применения определённого интеграла

Содержание этого параграфа включает в себя пункты,
посвящённые вычислению площадей фигур, длин кривых,
нахождению пределов последовательностей и решению за�
дач с физическим содержанием.

В пункте «Вычисление площадей» полезно обратить
внимание учащихся на сноску о выделении полного квад�
рата под знаком интеграла.
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Авторы полагают, что изучение данного материала ни
в коей мере не дублирует институтский курс высшей 
математики, но призвано показать, как именно развитие 
аппарата математического анализа стимулировало разви�
тие науки и техники. Поэтому среди задач к параграфу,
помимо стандартных задач (задачи Х.57—Х.65) на техни�
ку вычисления неопределённого интеграла, есть и задачи,
связанные с более глубоким пониманием сути того, что
есть определённый интеграл. Обратим внимание на способ
вычисления площади, применяемый в решении задачи
Х.57, помогающий избежать технических трудностей. Тот
же способ в общем виде применяется при решении зада�
чи Х.70 в).

При изучении параграфа можно руководствоваться со�
ображениями наличия времени и уровнем подготовки
класса. Например, в более слабом классе можно ограни�
читься только вычислением площадей, лишь показав ре�
шение примеров остальных пунктов, тем самым сформи�
ровав у учащихся представление о возможных примене�
ниях определённого интеграла. В более сильном классе
можно решать и более сложные задачи (Х.88—Х.99).

В сильном классе можно обратить внимание на то, что
при решении примера 24 учебника два полученных интег�
рала оказались равными, что является частным случаем
утверждения задачи Х.74. Задачи Х.73 и Х.74 представ�
ляют результаты, полученные ещё Архимедом. Основная
трудность этих задач — техника преобразований с боль�
шим числом переменных.

Авторы считают существенным иллюстрацию того, как
определённый интеграл «работает» в физике. В зависи�
мости от уровня подготовки класса было бы полезно рас�
смотреть построение математической модели физического
явления, особенно там, где удачный выбор этой модели
сильно упрощает вычисления (задача Х.86). Для общего
развития учеников крайне желательно не выпускать из
рассмотрения задачи Х.81—Х.87.

Задачи Х.75, Х.76, а также Х.88, Х.90—Х.93 являют�
ся задачами на геометрический смысл интеграла как пло�
щади, но требуют от учащихся дополнительных соображе�
ний, подчас нетривиальных (см., например, решение за�
дачи Х.76.

В соответствии с концепцией избежать дублирования
институтского курса задачи на вычисление длины кривых
затронуты лишь мельком (Х.77—Х.79), их решение 
сводится к подстановке в формулу. Именно поэтому и во�
просу вычисления пределов с помощью интегралов посвя�
щена лишь задача Х.80, которая при нехватке времени 
может быть пропущена без ущерба для остального мате�
риала.
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Решения и указания к задачам

Х.57. а) Р е ш е н и е.
Данная в условии фигура изоб�
ражена на рисунке 10.13. Решая
уравнение х2 + 3х – 4 = 7 – х,
находим абсциссы точек А и В,
т. е. пределы интегрирования:

и 
Поскольку вести вычисления

с такими числами неудобно, бу�
дем производить преобразования
в буквенном виде, подставив
численные значения только в конце вычислений. При
этом воспользуемся для облегчения вычислений теоремой
Виета.

Так как на участке между точками А и В прямая на�
ходится выше параболы, то:

Преобразовав числитель последней дроби по формуле
разности кубов, получим (xB + 2)3 – (xA + 2)3 = (xB – xA) �
� (x2

B + 4xB + 4 + x2
A + 4xA + 4 + xAxB + 2(xA + xB) + 4). 

Так как по теореме Виета xA + xB = –4 и xA � xB = –11, то
x2

A + x2
B = (xA + xB)2 – 2xAxB = 38. Таким образом, (xB + 2)3 –

– (xA + 2)3 = (xB – xA) � 15. Итак, искомая площадь равна

X.58. а) Р е ш е н и е. Изоб�

разим соответствующие графики
(рис. 10.14). Искомая площадь

равна Обратим

внимание на то, что рисунок
симметричен относительно пря�
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мой у = х, поэтому можно было найти половину площади

как разность площади треугольника ОАВ, равной и

площади под параболой, равной 

Х.59. а) б) 3ln2 – 2.

X.60. а) б) 1 – ln2.

X.61. Указание. Искомая площадь равна площади,

ограниченной графиками функций, обратных данным

(т. е. и g1(x) = sinx), на промежутке 

(рис. 10.15).

Х.62. а) б) 

Х.63. 

Х.64. 

Х.65. 

Х.66. a = 2,25 или а = 0,25. Р е ш е н и е. Бo´льшая пло�

щадь равна Значит, меньшая площадь

должна быть равна 2.
Заметим, что прямая х = а может находиться как пра�

вее, так и левее прямой х = 1. Общая формула для двух

случаев будет выглядеть так: 

Решая уравнение получаем a = 2,25 или
а = 0,25.

Х.67. а) a = 2. Р е ш е н и е. Очевидно, что решением яв�
ляется прямая х = 2, поскольку указанная прямая — ось
симметрии чертежа. При сдвиге этой прямой в ту или
иную сторону площадь по одну сторону от прямой увели�
чивается, а по другую — уменьшается. Значит, других ре�
шений нет.

б) Р е ш е н и е. Нетрудно выяснить, что пло�

щадь фигуры, ограниченной параболой y = –x2 + 4x + 1 
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и прямой у = 4, равна Таким образом, нужно найти та�

кую горизонтальную прямую, чтобы площадь, ограничен�

ная ею и параболой y = –x2 + 4x + 1, была бы равна 

Обозначим абсциссы точек пересечения прямой у = а 
и параболы х1 и х2 (рис. 10.16). Тогда нужно выяснить,

при каких значениях а выполнено равенство 

Для облегчения вычислений будем исполь�

зовать теорему Виета (аналогично решению задачи Х.57).

Так как х1 и х2 являются корнями уравнения –x2 +

+ 4x + 1 = а, то откуда x2
1 + x2

2 = 4 – 2(a – 1) =

= 6 – 2a. Таким образом, получаем
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Получив выражения для х1 и х2 как корней уравнения

– x2 + 4x + 1 = а, можем записать Подста�
вив это значение в формулу (1), получим уравнение

откуда 

Х.68. Указание. Пусть график квадратного трёх�

члена задаётся формулой у = х2 + ах + b. Поскольку пря�
мая у = 4х – 13 является касательной к этому графику,
уравнение х2 + ах + b = 4х – 13 имеет кратный корень, 
т. е. его дискриминант равен 0. Следовательно, (а – 4)2 –
– 4(b + 13) = 0. Аналогично получаем уравнение (а + 4)2 –
– 4(b – 3) = 0. Вычитая из одного уравнения другое, нахо�
дим a = –4, а затем находим b = 3.

Теперь задача превратилась в стандартную (аналогич�
ную, например, задачам Х.64 или Х.65).

Х.69. Р е ш е н и е. Из

графиков функций видно, что при больших по модулю от�
рицательных а, а точнее при a < –1, искомая фигура 
ограничена параболой и прямой у = х – а (рис. 10.17, а).
Парабола и прямая пересекаются в точке с абсциссой а,
поэтому из теоремы Виета можно получить, что абсцисса
второй точки пересечения равна –1. Тогда искомая пло�

щадь равна 

При а = –1 парабола и прямая касаются (рис. 10.17, б),
и далее, при –1 < a � 1, фигура вырождается в точку, 
т. е. площадь фигуры равна 0.

–1
2 3 21 1 1 1

6 2 2 6
( ) .–– + + = – – – –

a

x ax x a dx a a a∫

3 2

3 2

1 1 1 1
6 2 2 6

1 1 1 1
6 2 2 6

, 1,< –– – – –

–( ) 0, 1 1,=

, 1.>– –+

a a a a

S a a

a a a a

⎧
⎪⎪
⎨
⎪
⎪⎩

� �

16
3

.

3
1
4

5 .= –a
4 2
3 3

– – =5 (5 ) ,a a

2 1 –2 5 .– =x x a

126

Рис. 10.17



127

При a > 1 искомая фигура ограничена параболой и
прямой у = а – х (рис. 10.17, в). Эта прямая и парабола
пересекаются в точке с абсциссой а, значит, абсцисса вто�
рой точки пересечения равна 1. Тогда искомая площадь

равна 

Х.70. Замечание. Задачи Х.70 а) и Х.70 б) являются
частными случаями результатов задачи Х.70 в). Их реше�
ние должно облегчить написание 
соответствующих формул в общем
виде.

в) Р е ш е н и е. Так

как q > b, искомая фигура будет не�
пустой (рис. 10.18). Пусть абсциссы
точек пересечения прямой и парабо�
лы равны х1 и х2. Вновь, как в ре�
шении задач Х.57 и Х.67, будем ис�
пользовать теорему Виета.

Искомая площадь равна

Вынося за скобки получаем

Так как х1 и х2 — корни уравнения х2 + ах + b = px + q,

то Тогда 

Подставив вместо х1 и х2 их выражения как корней
квадратного уравнения х2 + ах + b = px + q, получим

Таким образом,

В этой формуле переменной по условию задачи явля�
ется только р. Значение площади будет наименьшим, ес�

ли p = a. Тогда Поучительно сравнить эту

формулу с формулой, полученной в задаче Х.67 б).
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Х.71. х2 – 2х – 4. Указание.
Полезно использовать формулу,
полученную в предыдущей зада�
че, а также соображения о ра�
венстве дискриминанта нулю,
фигурировавшие в решении за�
дачи Х.68.

Х.72. 4. Р е ш е н и е. Обозна�
чим абсциссу точки касания за
t (t > 0). Так как при положи�
тельных х график функции f
совпадает с графиком функции

то уравнение касатель�

ной будет иметь вид Запишем его в ви�

де Для нахождения абсциссы второй общей

точки касательной и графика функции (рис. 10.19) нуж�

но решить (относительно х) уравнение 

(t является в этом уравнении параметром)1. Решив его,
найдём 

Итак, площадь фигуры равна

откуда Решив уравнение 

найдём t = 4.
Замечание. Эта задача была предложена на выпускном

экзамене 2000 года в варианте для математических клас�
сов.

X.73. Р е ш е н и е. Не умаляя общности, можно счи�
тать, что парабола задаётся уравнением у = х2 (так как все
параболы как геометрические фигуры подобны). Каса�
тельная к параболе в точке с абсциссой t задаётся урав�
нением y = 2tx – t2. Поскольку хорда параллельна каса�
тельной, её уравнение имеет вид y = 2tx – b (для некото�
рого b < t2). Пусть абсциссы точек B и С равны х1 и х2

соответственно. Как уже неоднократно было получено
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Рис. 10.19

1 Проще всего решить это уравнение, приняв за новую
неизвестную.
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(см., например, решение задачи Х.70),
площадь фигуры, ограниченной па�

раболой и хордой ВС, равна 

Найдём площадь треугольника
АВС. Заметим, что х1 и х2 являются
корнями уравнения x2 = 2tx – b, по�

этому Тогда 

т. е. абсцисса точки А — середина от�
резка между абсциссами точек В и С.
Значит, если провести через точку А
вертикальную прямую, то она пере�
сечёт отрезок ВС в его середине —
точке D (рис. 10.20). Таким образом,
AD — медиана треугольника АВС, а тогда треугольники
ADB и ADC равновелики.

Площадь каждого из этих треугольников можно вы�
числить как половину произведения медианы AD на вы�
соту к ней, опущенную из точек В и С соответственно.

Каждая из таких высот равна (как расстояние меж�

ду вертикальными прямыми, проведёнными через точки
А и В, равное разности абсцисс точек А и В).

Остаётся найти длину AD. Заметим, что эта длина рав�
на разности ординат точек D и А. Ордината точки А рав�
на t2, а ордината точки D равна результату подстановки
абсциссы точки D (т. е. t) в правую часть уравнения пря�
мой ВС. Таким образом, ордината точки D равна 2t2 – b.
Тогда AD = t2 – b. Осталось заметить, что t2 – b =

Итак, площадь треугольника

АВС получилась равной Нетрудно видеть, что

что и доказывает утверждение задачи.
Х.74. Р е ш е н и е. Как и в предыдущей задаче, не ума�

ляя общности, можно считать, что парабола задана урав�
нением у = х2. Пусть касательные к параболе проведены 
в точках с абсциссами а и b. Тогда уравнения этих каса�
тельных имеют вид у = 2ах – а2 и у = 2bx – b2. Из уравне�
ния 2ах – а2 = 2bx – b2 найдём абсциссу точки С пересече�
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ния этих касательных: Значит, абсцисса точки пере�

сечения касательных есть середина отрезка между абсцис�
сами точек касания (рис. 10.21).

Таким образом, площадь фигуры слева от прямой

равна 

Аналогично площадь фигуры справа от прямой

равна 

Х.75. х0 = 0,5. Р е ш е н и е. Искомая площадь равна
разности площади трапеции BCED и площади под графи�
ком функции на отрезке [–1; 3], взятой по модулю 
(рис. 10.22). Площадь под графиком функции остаётся не�
изменной, а значит, наименьшая искомая площадь будет
при наименьшей площади трапеции BCED.

Площадь трапеции равна произведению средней линии
на высоту. Высота трапеции — отрезок DE — постоянна.
Значит, наименьшее значение площади будет при наи�
меньшей средней линии. В свою очередь, длина средней
линии равна модулю значения линейной функции, зада�
ющей касательную (обозначим её g), в точке х = 0,5.

Итак, требуется найти наименьшее по модулю значе�
ние линейной функции g в точке х = 0,5. Заметим, что за�
данная функция f выпукла, а значит, её график находит�
ся над любой её касательной. Следовательно, f(0,5) �
� g(0,5), какой бы ни была линейная функция g, задаю�
щая касательную. Равенство достигается лишь в случае,
когда касательная проведена в точке с абсциссой х0 = 0,5.

Замечание. В приведённых рассуждениях имеется де�
фект, связанный с тем, что при некоторых значениях а

33
2 2

++
22

–( – ) ( )
243

– + = =( 2 ) .
b b

a ba b

b ax b
x bx b dx∫+

2
=

a bx

+ +
2 33 2

2 2 ( – )( – )
243

– + = =( 2 ) .

a b a b

aa

b ax a
x ax a dx∫+

2
=

a bx

+
2

.a b

130

Рис. 10.22Рис. 10.21



131

и для некоторых касательных
часть фигуры «вылезает» в
верхнюю полуплоскость. Чтобы
сохранить рассуждения, проще
всего «поднять чертёж», т. е.,
например, рассмотреть вместо
функции f функцию g(x) = f(x) +
+ 100. Искомая фигура от этого
не изменится, а неопределён�
ность чертежа исчезнет.

Х.76. Р е ш е н и е. С помощью

производной можно убедиться, что функция 

является вогнутой. Поэтому площадь под графиком этой
функции больше, чем площадь выделенной трапеции на
рисунке 10.23. Аналитически это неравенство записывает�
ся следующим образом:

Заметим, что 

Следовательно, 

Откуда очевидным образом следует требуемое.

Х.77. 

Х.78. 

Х.79. 3 + ln2.

Х.80. а) б) в) Указание. Преоб�

разовать и получить

г) Р е ш е н и е. Рассмотрим последовательность {yn} с

общим членом yn = lnxn. Тогда
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Теперь видно, что 

= –1, откуда 

Замечание. Обратим внимание, что найден интеграл от
функции, не определённой в точке 0, т. е. использовано
обобщение понятия определённого интеграла. Поучитель�
но сравнить решение этой задачи с нахождением того же
предела в задаче VII.96 учебника для 10 класса.

Х.81. 1 + 2ln2. Р е ш е н и е. Из условия задачи следует,
что скорость тела в момент времени t = 0 равна нулю.

Формулу скорости найдём из равенства 

= –4lnt (не нужно рассматривать промежутки времени,
большие 1, так как функции скорости и ускорения не мо�
гут претерпевать разрыв). Из равенства –4lnt = 8ln2 най�
дём значение времени t = 0,25. 

Осталось найти путь, пройденный телом, по формуле

Х.82. 2πcos1.
X.83. kln3. Указание. При изотермическом сжатии дав�

ление и объём связаны соотношением где k — не�

которая константа. Работа, совершаемая над газом, вы�
числяется по формуле (V2 и V1 — соответственно началь�
ный и конечный объёмы газа): 

Замечание. Как видно, знание радиуса цилиндра было
несущественным, а для уточнения ответа необходимо
знать постоянную изотермического процесса. Для её вы�
яснения можно, например, задать давление в начальный
или в конечный момент процесса.

Х.84. Р е ш е н и е. В условии задачи тело мож�

но считать материальной точкой, т. е. пренебречь его раз�
мерами и формой по сравнению с Землёй. В соответствии
со сноской на с. 215 учебника модуль силы, действующей
на материальную точку массы m, находящуюся на высо�
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те х над поверхностью Земли, равен где G —

гравитационная постоянная, M — масса Земли.
Будем перемещать тело вдоль радиуса, соединяющего

это тело с центром Земли1, на малое расстояние При

этом модуль силы практически не изменяется, а её на�
правление параллельно направлению перемещения, поэто�
му работа этой силы будет примерно равна (с точностью
до бесконечно малой более высокого порядка)

Найдём значение работы на каждом промежутке дли�

ны от х = 0 до х = Н и сложим эти значения. Таким

образом, мы получим приближённое значение искомой ра�

боты, равное римановой сумме функции на

отрезке [0; H]. Поэтому искомая работа А равна

Заметим, что значение массы Земли не дано. Вспом�

ним, однако, что ускорение свободного падения 

поэтому и окончательно 

Замечание. Обратим внимание, что формулой силы тя�
жести mg пользоваться нельзя, так как эта формула вер�
на только вблизи поверхности Земли.

Х.85. 0,5πgR2H2. Р е ш е н и е. Рас�

смотрим слой воды на расстоянии от

поверхности, толщина которого равна 

(рис. 10.24). Чтобы его выкачать, нуж�
но поднять его на поверхность (дальше
вода выльется сама). Масса слоя равна

(с учётом того, что плотность во�2 H
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1 Можно показать, что сила тяготения консервативна, т. е.
работа этой силы над телом не зависит от траектории, по кото�
рой двигалось тело.
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ды равна 1), а расстояние, ко�
торое необходимо преодолеть
слою воды, можно считать

равным Таким образом,

работа по подъёму данного
слоя воды на поверхность рав�

на 

Для нахождения работы 
по подъёму всей воды на по�
верхность достаточно найти

Тогда искомая работа рав�

на 0,5πgR2H2.
Замечание. Конечно же, указанный предел мог быть

найден и без применения интеграла.

Х.86. Р е ш е н и е. Из соображений симметрии

ясно, что искомая сила будет направлена вдоль биссект�
рисы угла. Поэтому, как в решении примера 29 из § 65
учебника, будем сразу рассматривать и суммировать про�
екции силы на биссектрису.

Рассмотрим маленький кусочек стержня DE 
(рис. 10.25) и вычислим, с какой силой он притягивает
материальную точку M. Для этого нужно найти массу это�
го кусочка, а, поскольку дана линейная плотность, для на�
хождения массы достаточно найти длину DE.

Обозначим �DMA = ϕ, а Из теоремы сину�

сов в треугольнике AMD следует: откуда

Из этого же треугольника Аналогично

из треугольника AEM имеем Обозна�

чим расстояние между вершиной угла и материальной
точкой a. Тогда 
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Если отрезок DE мал, то угол Δϕ тоже мал, поэтому
можно приближённо считать (с точностью до бесконечно
малых более высокого порядка, чем Δϕ), что 

Тогда модуль силы, с которой отрезок DE притягива�
ет материальную точку, равен

(за расстояние между отрезком и точкой взята длина
DM). Осталось найти проекцию этой силы на биссектри�

су: 

Угол ϕ может меняться от 0 до Если разделить

этот угол на n частей и в качестве Δϕ брать одну из этих
частей, а затем суммировать полученные выражения, 

получим риманову сумму для функции 

поэтому сила, с которой луч AD действует на материаль�

ную точку, будет равна Получен�

ный результат следует удвоить, так как с такой же гори�
зонтальной составляющей точка притягивается другой
стороной угла.

Замечание. Обратим внимание, что ответ не зависит от
величины угла, в который согнут стержень. Заметим так�
же, что задачу можно было решить, рассматривая силу
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как функцию расстояния от вершины угла. Однако при
этом интегрирование (отыскание первообразной) будет бо�
лее сложным и потребуется находить интеграл с бесконеч�
ным верхним пределом.

Х.87. 4πρ0(R2 + 2R + 2). Р е ш е н и е. Рассмотрим слой
атмосферы, находящийся на высоте h над поверхностью
Земли и имеющий малую толщину Δh. Объём этого слоя
(с точностью до бесконечно малых более высокого поряд�
ка, чем Δh) равен 4π(R + h)2Δh. В силу малости Δh можно
считать, что плотность атмосферы во всём слое одинако�
ва и равна ρ0 � e–h, а потому масса этого слоя примерно рав�
на ρ0 � e–h � 4π(R + h)2Δh. Поэтому масса всей атмосферы

равна (при нахожде�

нии первообразной придётся дважды интегрировать по
частям).

Х.88. а) Р е ш е н и е. Утверждение следует из рисун�

ка 10.26, на котором изображён график функции 

на промежутке [n; n + 1]. Так
как функция выпукла, площадь
под графиком будет меньше, 
чем площадь трапеции. Пло�
щадь под графиком равна

в то время как площадь трапе�

ции равна 

б) Указание. Доказывается аналогично предыдущей 
задаче, только функция рассматривается на отрезке 
[a; b].

X.89. Р е ш е н и е. Так как функция f непрерывна на R,
то у неё есть первообразная F. Из условия следует, что
при всех вещественных значениях х выполнено F(x + T) =
= F(x). Таким образом, функция F периодична с перио�
дом Т, а тогда и её производная периодична с таким же
периодом (см. результат задачи IX.18).

Замечание. Требование непрерывности функции в 
условии задачи существенно. Например, если взять функ�
цию, равную нулю везде, кроме непериодичного счётного
множества точек, то интеграл такой функции будет равен
нулю на любом промежутке, но функция не будет перио�
дической.
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X.90. а) 

б) 2048. Указание. Задача Х.90 базируется на простом
геометрическом соображении, представленном на рисунке
10.27, а. Если на отрезке [0; b] дана возрастающая функ�
ция f, то её график является также графиком обратной
ей функции, заданной на отрезке [f(a); f(b)], если считать
её аргументами точки на оси ординат. Из рисунка видно,
что 

Если же второй интеграл берётся на отрезке от f(0) до
некоторого с, то объединение соответствующих криволи�
нейных трапеций включает в себя прямоугольник с пло�
щадью bс (рис. 10.27, б и 10.27, в).

Х.91. Указание. См. указание к задаче X.90.

Х.92. а) Неравенство следует из предыдущего рассуж�
дения и рисунков 10.27, б и 10.27, в. Равенство достига�
ется, если b = f(a).

б) Р е ш е н и е. В условиях задачи функции xp –1 и xq – 1

являются обратными друг другу. Неравенство является
частным случаем неравенства из задачи Х.92 а). Равен�
ство достигается, если b = ap – 1 (или, что то же самое, 
a = bq – 1). Это неравенство можно доказать с помощью про�
изводной (см. задачу IX.265).

Замечание. Неравенства задачи Х.92 называют неравен�
ствами Юнга. Они играют важную роль в современной ма�
тематике.

Х.93. Р е ш е н и е. Функции и 

являются взаимно обратными. Поэтому левое из двух не�
равенств есть частный случай задачи Х.92 а).
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Для доказательства правого неравенства рассмотрим
рисунок 10.28, а, на котором изображена окрестность точ�
ки G графика функции f с абсциссой 3. Прямая BF име�
ет уравнение у = 3 (рис. 10.28, б).

Сумма интегралов функций f и g больше 9 на площадь
криволинейного треугольника BFG. Поэтому достаточно
показать, что площадь этого треугольника меньше 0,0001.
Докажем, более того, что BF · GF < 0,0001.

Заметим, что 

Аналогично 

Докажем, что т. е. что 

следует из верного неравенства 84 > 55. Поэтому

Итак, а потому площадь криволи�

нейного треугольника BFG подавно меньше 0,0001.
Х.94. Р е ш е н и е. Рассмотрим квадратный трёхчлен 

относительно переменной t, задаваемый равенством 

Поскольку при каждом вещественном значении t этот
трёхчлен является интегралом от полного квадрата, его
значение будет неотрицательным. Коль скоро при каждом
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вещественном t имеем a(t) � 0, дискриминант трёхчлена
a(t) будет неположителен. Записав неравенство для диск�
риминанта, получим требуемое.

Замечание. Это неравенство, равно как и метод его до�
казательства, является важным в теории гильбертовых
пространств. См. также задачу Х.96.

Х.95. Р е ш е н и е. Исследовав эту функцию с помощью
производной, нетрудно увидеть, что на отрезке [0; 1]

функция возрастает, удовлетворяя неравенству 

а тогда на отрезке [0; 1] выполнено

неравенство а значит, и

Х.96. Р е ш е н и е. Из условия следует, что 

Воспользуемся неравенством задачи Х.94,

получим откуда и сле�

дует требуемое неравенство.

Х.97. Р е ш е н и е. Запишем Тогда

Воспользовавшись неравенством ln(1 + x) < x при х > 0 
(пример 80 а) из § 61 учебника), получим

откуда 

(последнее

неравенство выполнено в силу того, что так как

Х.98. Р е ш е н и е. Запишем требуемое неравенство в ви�
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ведя в нём замену переменной x = 1 – t, получим

Поменяв в полученном интеграле букву t на букву х,

придём к следующему: 

Заметим,

что на отрезке [0; 0,5] выполнено 2х – 1 � 0, а также 
f(x) � f(1 – x) (в силу того что на данном отрезке х � 1 – х
и функция f возрастает), а потому подынтегральное выра�
жение в полученном интеграле будет неотрицательно, 
а значит, и сам интеграл будет неотрицателен.

Х.99. а) Р е ш е н и е. Заметим прежде всего, что из 
условия следует: для любого многочлена q, степень кото�

рого меньше n, выполнено равенство 

Пусть многочлен p имеет корень a, не лежащий на 
[0; 1]. Не умаляя общности, пусть а > 1. Тогда p(x) =

= (x – a)q(x). При этом degq = n – 1. Тогда 

С другой стороны, Подынтег�

ральная функция непрерывна, не положительна на [0; 1]
(так как х – а < 0 при х ∈ [0; 1]) и не равна нулю в неко�
торых точках этого отрезка (во всех, кроме конечного чис�
ла корней многочлена q). Тогда интеграл от этой функции
строго отрицателен. Полученное противоречие доказывает
утверждение задачи.

б) Пусть а — кратный корень многочлена p. Тогда 

p(x) = (x – a)2q(x). C одной стороны, .   (1)

С другой стороны, 

Подынтегральная функция непрерывна, неотрицательна и
равна нулю лишь в конечном числе точек. Значит,

вопреки (1). Полученное противоречие до�

казывает утверждение задачи.
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Глава XI. Комплексные числа

Место этой главы в курсе и количество материала во
многом определяются личными симпатиями авторов к
этому разделу. Полагаем, что именно комплексные числа
среди всего содержания школьного курса математики 
являются по духу наиболее близкими к современной ма!
тематике.

Действительно, комплексные числа содержат в себе и
тригонометрию, и теорию многочленов, и геометрические
преобразования, и теорию делимости, и ещё много того,
что не нашло отражения в тексте главы.

С другой стороны, этот материал относится к тому, 
который «не спросят на экзамене», и авторы прекрасно
понимают, что именно он подвергнется сокращению 
в случае нехватки времени. Тем не менее считаем крайне
желательным изучение этого материала хотя бы на обзор!
ном уровне, так как полагаем, что мало найдётся тем,
сравнимых с комплексными числами по силе воздействия
на учащихся.

Кроме того, комплексные числа завершают построение
алгебраически замкнутой числовой системы (т. е. число!
вой системы, в которой все многочлены с коэффициента!
ми из этой системы имеют корни из той же системы).

Примерный план изучения главы приведён в таблице
(для 4 и 5 часов алгебры и начал математического анали!
за в неделю).

Глава XI. Комплексные числа 12 16 

Определение комплексных чисел 2 2 

Геометрическое представление комплексных
чисел

4 4

Тригонометрическая форма записи комплекс!
ных чисел. Формула Муавра

4 4

Корень n!й степени из комплексного числа 2

Применения комплексных чисел 2

Контрольная работа № 8 2 2
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§ 66. Определение комплексных чисел. 
Алгебраическая форма записи и арифметические

действия над комплексными числами
Перед введением комплексных чисел желательно про!

вести с учащимися вступительную беседу, в ходе которой
выяснить требования, предъявляемые к расширению по!
нятия числа. Это можно сделать, например, по следующе!
му плану:

1) Аксиоматическое построение множества натураль!
ных чисел N. Выполнение коммутативности и ассоциа!
тивности сложения и умножения, а также дистрибутив!
ности умножения. Неразрешимость уравнения a + x = b,
a > b.

2) Множество целых чисел Z. Существование нейт!
рального элемента относительно сложения и умножения,
а также существование противоположного элемента. При!
мер кольца многочленов и некоммутативного кольца
квадратных матриц. Кольцо Z — область целостности, 
т. е без делителей нуля. Пример кольца,  не являющего!
ся областью целостности. (Например: кольцо Z, разбитое
на непересекающиеся классы эквивалентности по призна!
ку делимости на 6, образует кольцо Z /6Z, в котором все!
го 6 элементов: –0, –1, –2, –3, –4, –5 — остатки при делении 
на 6. Легко убедиться, что это кольцо. Однако –2 � –3 = –0,
хотя сами множители не нули.) Неразрешимость уравне!
ния ax = b, если b не делится на a.

3) Поле рациональных чисел Q — частный случай
кольца, в котором существует обратимость операции 
умножения. Неразрешимость уравнения x2 = 2.

4) Поле вещественных чисел R. Поле чисел вида

a + b a, b ∈ Z. Неразрешимость уравнения x2 = –1.
5) Требования к расширению понятия числа:
а) Расширенное множество P � должно содержать исход!

ное расширяемое множество P как одно из своих подмно!
жеств. Таким образом, должно выполняться: N � Z �
� Q � R � C.

б) Опeрации и отношения расширяемого множества P
определены также и для расширенного множества P �,
причём их смысл в P � должен совпадать со смыслом, ко!
торый они имели в P до его расширения. «Принцип пер!
манентности».

в) В множестве P � должна быть выполнима операция,
которая невыполнима (или не всегда выполнима) в мно!
жестве P.

г) Расширение множества P � должно быть минималь!
ным из всевозможных расширений множества P, удовлет!
воряющих требованиям а)—в).

2,
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Уже при работе с этим параграфом необходимо всячес!
ки подчёркивать, во!первых, связь комплексных чисел с
действительными числами, во!вторых, различие между
ними (например, невозможность говорить о том, что одно
из комплексных чисел больше другого). Это наиболее яр!
ко демонстрируется в пункте 3. С другой стороны, во мно!
жестве комплесных чисел верны те же алгебраические
тождества (например, формулы сокращённого умноже!
ния), что и во множестве вещественных чисел. В дальней!
шем понятие делимости распространится и на комплекс!
ные, так называемые гауссовы числа (см. задачу XI.165).

Решения и указания к задачам

XI.4. в) �. Р е ш е н и е. a2 – 6a + 7 = –2a2 – 8a � a ∈ �.

XI.5. б) Указание.

Достаточно решить систему 

XI.6. �. 
XI.10. Указание. Необходимо прийти к выводу о том,

что где k ∈ Z. з) –2i + 1. к) –i – 1.

XI.11. а) –i. б) в) г) д) i. е) 

ж) з) 

XI.12. а) б) –8. в) –1 + i. г) 0.

XI.13. z = 1 + i. Р е ш е н и е. В ходе преобразований 
получим уравнение 5z + 5zi – 10i = 0. Теперь пусть

z = a + bi, a, b ∈ R. Тогда 

XI.14. 

XI.15. б) 

XI.16. б) (1; 2); (–1; –2). 

XI.17. а) 0; б) �. 

XI.18. а) z = 1 – i. б) z = –1 + 0i.
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XI.19. –2; �2i.
Замечание. Полезно понять из условия, что z либо ве!

щественное, либо чисто мнимое, так как z2 ∈ R. 
XI.20. б) x = i; y = 2 – 3i.
XI.21. z = 2 + 4i; w = 1 + 3i.
XI.22. Указание. Доказать равенство z – –z = 0, эквива!

лентное данному.
XI.23. a) Указание. Доказать по индукции.
б) Р е ш е н и е. Пусть z = a + bi, a, b ∈ R. Тогда

откуда 

XI.24. б) 0; �i; �1. 

XI.25. а) 

XI.26. Указание. a) Решение аналогично решению за!
дачи XI.25. б) 2 + i; –2 – i. в) 1 – 3i; –1 + 3i.

Замечание. Полезно обратить внимание, что решением
являются противоположные числа, как и при решении
уравнения x2 = a в поле R.

XI.27. б) z = –3 + i. 
XI.28. б) �2i; 2. 

XI.29. а) 28. Р е ш е н и е. Здесь главное — сначала дога!
даться, что (1 + i)2 = 2i. Тогда (1 + i)16 = (2i)8 = 28. б) –210.
в) 21004. г) –22008 + 22008i. Р е ш е н и е. (i – 1)2009 = (–2i)2008 �
� (i – 1) = 22008 � (i – 1) = –22008 + 22008i.

XI.30. г) 1. Р е ш е н и е. 

XI.31. а) –1,3 – 0,9i. б) –1,5 + 4,7i. в) –3 – 8i.
г) –i. Р е ш е н и е. Здесь, как и в предыдущих пунктах,

полезно следить за рационализацией вычислений:

XI.32. а) 0. Р е ш е н и е. Следовательно,

Rez = 0.
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б) 9. Р е ш е н и е. 

Следовательно, Rez = 9.
XI.33. а) –556. Указание. Воспользоваться биномом

Ньютона для n = 7. 
XI.34. а) 4. Р е ш е н и е. 

б) (–1)n � i2n – 1. Указание. Решение аналогично реше!
нию задачи XI.34 а).

XI.35. 

XI.36. Р е ш е н и е. Это упражнение иллюстрирует, что
поле С — это область целостности, т. е. произведение двух
комплексных чисел равно нулю тогда и только тогда, ког!
да хотя бы один из множителей равен нулю. Докажем
это. Пусть z1 = a + bi и z2 = c + di, a, b, c, d ∈ R. Тогда 

(a + bi)(c + di) = 0 

Перемножив уравнения последней системы, получим
уравнение!следствие ab(c2 + d2) = 0. Если сумма квадратов
вещественных чисел равна 0, то каждое из них равно 0,
т. е. z2 = 0. В противном случае одно из чисел а или b
равно 0. Пусть, не умаляя общности, а = 0. Тогда bd = 0
и bc = 0. Если b 	 0, то оба числа с и d равны 0, что 
неверно по предположению. Значит, а = 0 и b = 0, т. е. 
z1 = 0.

XI.37. Р е ш е н и е. Обратное утверждение очевидно. 

Докажем, что Пусть z1 = a + bi,

z2 = c + di, a, b, c, d ∈ R. Тогда (a + bi)(c + di) = ac – bd +
+ (bc + ad)i ∈ R, и, следовательно, bc + ad = 0. Так как 
a + bi + c + di = (a + c) + (b + d)i ∈ R, то, следовательно,
b = –d.

Итак, имеем систему Если

b = 0, то и d = 0, и тогда z1, z2 ∈ R, что не удовлетворяет

условию. Если же то z2 = –z1.
= ,
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b d
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⎩
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XI.38. а) Р е ш е н и е. Это геометрическая прогрессия со

знаменателем q = i. (напомним, что

i2008 = 1).
б) Указание. Решение аналогично решению задачи

XI.34 а). Взять q = –i.
в) Р е ш е н и е. Можно разбить на две суммы следую!

щим образом: (i + 3i3 + 5i5 + ... + 2009i2009) + (–2i2 – 4i4 –
– ... – 2008i2008) = (i – 3i + 5i – ... + 2009i) + (2 – 4 + 6 –
– 8 + ... – 2008) = i(1 + 5 + 9 + ... + 2009) – i(3 + 7 + ... +
+ 2007) + (2 + 6 + ... + 2006) – (4 + 8 + ... + 2008) =
= –1004 + 1005i.

В каждой скобке сумма n первых членов арифметиче!
ской прогрессии.

XI.41. Указание. Воспользоваться теоремой Виета.
XI.42. г) Р е ш е н и е. x2 – 6x + 25 = 0 � (x – 3)2 = –42 �

� (x – 3)2 = (2i)2 � (x – 3 – 2i)(x – 3 + 2i) = 0.
д) (u – iv)(u + iv).

§ 67. Комплексные числа и многочлены. 
Основная теорема алгебры

Нетрудно указать многочлены с действительными ко!
эффициентами степени выше нулевой, которые не имеют
действительных корней: x2 + 1, 2x4 + x2 + 5
и др. Однако невозможно придумать многочлен степени
выше нулевой, который не имел бы комплексных корней.  

Основная мысль параграфа и состоит в том, что мно!
жество комплексных чисел алгебраически замкнуто.

Решения и указания к задачам

XI.43. Замечание. Ясно, что f(z) + f(–z ) ∈ R. а) 54. 
б) –18.

XI.44. Нет. Указание. Достаточно проверить, что
f(1 – i) = 0.

XI.45. а) x3 – 9x2 + 73x – 65 = 0. Р е ш е н и е. По теоре!
ме из § 67 п. 1 многочлен имеет корни z1 = 1; z2 = 4 – 7i;
z3 = 4 + 7i. Пусть уравнение имеет вид x3 + bx2 + cx +
+ d = 0. Тогда по теореме Виета

1 2 3

1 2 2 3 1 3

1 2 3

+ + = –9, = –9,
+ + = 73, т. е. = 73,

= –65.= 65,

z z z b
z z z z z z c

dz z z
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⎨⎨
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1 –

= = 0
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Замечание. Задача имеет бесконечно много решений
(например, достаточно разделить на 2 все коэффициенты).

в) Указание. Воспользоваться теоремой Виета.

XI.46. а) �1; б) �3; �2i. в) 1; г) –1;
3 � 2i.

XI.47. а) a = –1. Указание. Заметить, что 

б) a = 2.
XI.48. а) 6. б) 6.
XI.49. 1 + i. Р е ш е н и е. Принимая во внимание, что

P(–z ) = –P(z), получим 

XI.50. а) б) Р е ш е н и е. По!

делив левую и правую части уравнения на z и сделав 

замену получим 4t2 – 17t + 4 = 0, oткуда

в) г) –1; 3; 1 � 2i.

XI.51. x4 + 4. Р е ш е н и е. ((x – 1)2 + 1)((x + 1)2 + 1) =
= (x2 – 2x + 2)(x2 + 2x + 2) = (x2 + 2)2 – 4x2 = x4 + 4.

XI.52. a = b = 0. Указание. Достаточно поделить угол!
ком.

XI.53. (0,5 – i)z + 1 + 0,5i. Р е ш е н и е. По теореме 
Безу P(i) = i, P(–i) = 2. По теореме о делении с остатком
P(z) = (z2 + 1)Q(z) + az + b, т. е. P(z) = (z + i)(z – i)Q(z) +
+ az + b. Задача свелась к системе 

XI.54. a = 4; z2 = 1 – i; z3 = 2. Р е ш е н и е. По теореме
Виета z1z2z3 = 4. Понятно, что 1 – i также корень. 
Тогда третий корень равен 2. По теореме Виета

откуда a = 4.

XI.55. a = 1; z1 = 1, z2 = –2i, z3 = 2i. Р е ш е н и е. По
теореме Виета z1 + z2 + z3 = 1. Но z2 = –z3 = bi, b ∈ R\{0},
т. е. z1 = 1. Тогда 1 – 1 + a + 3 – 4a = 0 � a = 1. А так
как z1z2z3 = 4, то b2 = 4 � b = �2.

1 2 3
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XI.56. a = 5; z1, 2 = –2 � i. Р е ш е н и е. Пусть
u = 2b + bi, b ∈ R. Тогда –u = 2b – bi тоже корень уравне!
ния. Заметим, что по теореме Виета u + –u = –4, откуда 
b = –1. Таким образом, –2 – i и –2 + i — корни уравне!
ния, следоватeльно, a = (–2 – i)(–2 + i) = 5.

XI.57. (–3; –2). Р е ш е н и е. Условие задачи означает,
что уравнение (a – 1)t2 – 4t + a + 2 = 0 должно иметь 
два различных отрицательных корня (a = 1 не является
ответом по смыслу задачи), т. е. 

откуда

XI.58. Р е ш е н и е. Если z1, ..., zn — корни много!
члена pn, то pn(x) = (x – z1)(x – z2) � ... � (x – zn), значит, 
(1 – z1)(1 – z2) � ... � (1 – zn) = pn(1) = n + 1.

XI.59. Р е ш е н и е. Докажем, что любой многочлен P(x)
с вещественными коэффициентами, принимающий неот!
рицательные значения при всех x ∈ R, можно представить
в виде суммы квадратов двух многочленов с вещественны!
ми коэффициентами.

В самом деле, корни многочлена с вещественными 
коэффициентами разбиваются на действительные корни 
и пары комплексных корней. Поэтому 

где αk 
 R. 

Если ∀x ∈ R P(x) � 0, то a � 0 и все числа mk чётны,
поэтому действительные корни тоже разбиваются на 

пары. Следовательно, P(x) =

причём некоторые из чисел zj могут быть действительны!

ми. Пусть где q, r — многочле!

ны с вещественными коэффициентами. Тогда

В итоге получаем 

P(x) = (q(x))2 + (r(x))2.

Замечание. Для многочленов от нескольких перемен!
ных аналогичное утверждение уже не всегда верно, т. е.
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существуют неотрицательные многочлены (так мы будем
называть многочлены с действительными коэффициента!
ми, которые при всех действительных значениях перемен!
ных принимают неотрицательные значения), которые
нельзя представить в виде  суммы квадратов многочленов
с действительными коэффициентами. Первым это доказал
Д. Гильберт в 1888 г., но он не привёл явный пример та!
кого многочлена. Первым простой пример привёл Т. Моц!
кин в 1967 г. А именно он показал, что многочлен 
F(x, y) = x2y2(x2 + y2 – 3) + 1 неотрицателен, но его нель!
зя представить в виде суммы квадратов многочленов 
с действительными коэффициентами.

§ 68. Геометрическое представление 
и тригонометрическая форма записи 

комплексных чисел
Этот параграф как нельзя лучше подчёркивает, что

комплексные числа имеют особенность «перевоплощать!
ся» из алгебраической формы записи в тригонометриче!
скую, затем в показательную.

Большая часть задач, посвящённых изображению
комплексных чисел и модулю комплексного числа, тесно
связана с комплексным уравнением окружности и пря!
мой. Так, например, перед решением задач XI.72—XI.87
разумно получить эти уравнения, исходя из определений.
При этом исключительно полезным является факт, что
расстояние между точками z и w равно расстоянию меж!
ду нулём и точкой z – w, т. е. равно |z – w|.

При изучении тригонометрической формы комплексно!

го числа важно понять, что равенства не

позволяют написать удобную единую форму для выраже!
ния угла ϕ через x и y. Во всяком случае, оно не обяза!
но совпадать ни с ни с если,

например, число z лежит в третьей четверти, то его глав!
ный аргумент больше π, тогда как значения арксинуса и
арккосинуса не могут быть больше π. Поэтому главный
аргумент конкретного заданного числа находят обычно 
не по формулам, а с помощью геометрического изображе!
ния.
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Теоремы о сложении комплексных чисел и их произ!
ведении (делении) в тригонометрической форме «ожива!
ют» в задачах XI.101, XI.104, XI.108, XI.112.

Важно, что наряду с геометрическими способами реше!
ния присутствуют и аналитические (задачи XI.84, XI.114,
XI.116). Это важно как с методической точки зрения, так
и с математической, особенно когда при определённых 
условиях первый способ невозможен, как в задаче XI.84.

При изучении формулы Муавра наряду с технически!
ми приобретениями, например с получением многочлена
f(cosα) = cosnα для любого n и f(sinα) = sinnα для нечёт!
ного n, в копилку учащихся попадает «метод комплекс!
ных чисел» — задачи группы С: XI.127—XI.132, что осо!
бенно важно и ценно как с точки зрения взаимосвязей 
в математике вообще, так и с точки зрения мотивации
изучения комплексных чисел.

Решения и указания к задачам
XI.61. г) y = –2x + 2. Р е ш е н и е. Пусть z = x + iy, x,

y 
 R. Тогда 2x + y = 2 � y = 2 – 2x. д) y = –1. ж) y > –2x.
з) x2 + y2 < 1. и) Вся плоскость. Указание. Условие сво!
дится к неравенству х2 + 5у2 � 0.

XI.62. а) x2 – y2 = 1.
б) Указание. Привести уравнение к виду

Этим уравнением задаётся окружность.

в) Окружность (x + 2)2 + y2 = 4.

г) Пара точек Р е ш е н и е. Из усло!

вия получаем т. е. 

д) Круг (x – 1)2 + y2  1. Р е ш е н и е. 

2y � (x – 1)2 + y2 � (x – 1)2 + y2  1,

а это круг.
XI.63. а) Прямая y = –x – 1. Указание. Задачу следу!

ет свести к преобразованию плоскости (параллельному пе!
реносу, гомотетии или симметрии). 

По условию y = –x. Уравнение задаёт параллельный
перенос на единицу вниз вдоль оси Oy.
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б) Прямая y = x. Указание. Уравнение задаёт симмет!
рию относительно начала координат. 

в) Прямая y = –x – 2. Указание. Уравнение задаёт па!
раллельный перенос на единицу вниз вдоль оси Oy и на
единицу влево вдоль оси Ox. 

г) Прямая y = x. Указание. Уравнение задаёт симмет!
рию относительно оси Ox.

XI.64. Указание. См. указание к задаче XI.63 а). 
Условие задачи означает, что дан круг x2 + y2 < 4 без 
границы с центром в начале координат и радиусом, рав!
ным 2. а) Указание. Уравнение задаёт параллельный пе!
ренос на две единицы вправо вдоль оси Ox.

б) Указание. Уравнение задаёт параллельный перенос
на две единицы влево вдоль оси Ox и на две единицы
вверх вдоль оси Oy. 

г) Указание. Уравнение задаёт симметрию относитель!
но оси Ox.

д) Указание. Уравнение задаёт гомотетию с центром 
в точке О(0; 0) и коэффициентом 2.

XI.65. а) Указание. Воспользоваться формулами
расстояния между двумя точками A(7; –2) и B(6; 1). в) 2.

XI.66. а) Да. Указание. См. указание к задаче XI.65
а). б) Да.

XI.67. б) Р е ш е н и е. Рассмотрим точки комплексной
плоскости, соответствующие данным комплексным чис!
лам: A(–4; –3), B(–1; 3), C(2; 9). Тогда

�
AB(3; 6), 

�
BC(3; 6).

Так как 
�
AB �

�
BC, то точки А, В и С лежат на одной прямой.

Замечание. Уместно отметить, что три различные точ!
ки z1, z2 и z3 лежат на одной прямой тогда и только тог!

да, когда Для доказательства этого утверждения

достаточно воспользоваться признаком коллинеарности
векторов для вектора с началом в точке z1 и концом в точ!
ке z3 и вектора с началом в точке z1 и концом в точке z2.

XI.68. б) (–3; 0); (3; –2); 
(1; 4). Указание. Обозначить
точки, соответствующие данным
комплексным числам A(0; –1),
B(2; 1), C(–1; 2). Ясно, что зада!
ча имеет три решения (рис. 11.1).
Из условия, что диагонали де!
лятся пополам, в каждом из
случаев найти координаты точ!
ки Di, i = 1, 2, 3.

в) z = z1 + z2 – z3; z = z1 + z3 –
– z2; z = z2 + z3 – z1. Указание.

3 1

2 1

–

–
.z z

z z
∈ R

10.
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Достаточно перейти к рисунку и рассмотреть комплекс!
ные числа z1, z2, z3 как векторы на плоскости.

XI.69. а) 

Р е ш е н и е. Из рисунка

понятно, что точка С должна лежать на серединном пер!
пендикуляре к отрезку с концами в точках (0; 0) и (1; 1),
т. е. на прямой y = –x + 1. Так как BA = CA = то

в), г) Указание. Решение аналогично решению задачи
XI.69 б).

XI.70. а) б) Указание. Достаточно

перейти к векторам и использовать теорему о координа!
тах точки, делящей отрезок в данном отношении.

XI.72. г) Окружность с центром (–1; –2) и радиусом 
д) Серединный перпендикуляр к отрезку с концами в точ!
ках (1; 0) и (–1; 0), т. е. прямая x = 0.

XI.73. а) Данное множество есть окруж!

ность (x – 1)2 + (y – 1)2 = 1. Так как геометрический
смысл |z| — это расстояние от точки до начала координат,
то изобразим рисунок 11.2. На нём |z| принимает мини!
мальное значение в точке A, и, следовательно, z = x + xi.
С другой стороны, точка A принадлежит окружности

(x – 1)2 + (y – 1)2 = 1, и тогда

Указание.

Ясно, что наибольшее значение |z|
принимает в точке В — точке,
диаметрально противоположной
точке А.

в) 2 + i. Указание. Веществен!
ная часть равна 2 в точке С.

г) Указа�

ние. 1 = 1 2 2 – 2.y� �2 2( 2 – 1) + ( – 1) =y
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XI.74. 

XI.75. –4i. Р е ш е н и е. Пусть z = x + iy, x, y ∈ R. Тог!

да а это урав!

нение окружности с центром в точке (0; –4) и радиусом 2.
Так как точка a равноудалена от любых точек окружно!
сти, то это и есть её центр.

XI.76. Р е ш е н и е. Из условия следует, что 

Пусть z = x + iy, x, y 
 R, тогда (x + yi)(x – yi) – 4 �
� x2 + y2 = 4. Следоватeльно, множество А есть окруж!
ность с центром в точке О(0; 0) 
и радиусом, равным 2. Множе!
ство B задаётся уравнением 
(0,5 + 0,5i)(x + yi) + (0,5 – 0,5i) �
� (x – yi) = Та!
ким образом, множество В есть
прямая, проходящая через точки

Найдём общие
точки для множеств A и B:

Значит,

множества А и В имеют одну об!

щую точку (прямая ка!
сается окружности, рис. 11.3).

XI.77. а) Круг x2 + (y – 2)2  4. б) Круг x2 + (y + 1)2  1.
в) Круг без границы (x – 3)2 + y2 < 4. 

д) Полуплоскость без начала координат. Р е ш е �

н и е. 

XI.78. а) Кольцо, образованное двумя концентрическими

окружностями и 

Р е ш е н и е. 3 < |3iz + 1 – i | < 9 � 3 < |3i |

1
3 3

1 < + + < 3.
i

z�

1
3 3

+ + < 9
i
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б) Указание. Аналогично решению задачи XI.78 а) вы!
нести |1 – i | = получить кольцо, задаваемое неравен!

ством 1 <

в) Верхняя полуплоскость, границей которой является
прямая y = –1.

XI.79. а) Пересекаются. Р е ш е н и е. Достаточно вспом!
нить, что две окружности имеют общие точки, если
|R1 – R2|  O1O2  |R1 + R2|, где O1 и O2 — центры этих 
окружностей, а R1 и R2 — радиусы. Из условия следует,
что O1(0; 2), O2(2; 0), R1 = 1, R2 = 2. Так как 1 < O1O2 =

то множества пересекаются.
б), в), г) Указание. Решение аналогично решению за!

дачи XI.79 а).
XI.80. г) –0,6 – 1,2i — число с наименьшим модулем;

числа с наибольшим модулем не существует. Р е ш е н и е.
Пусть z = x + yi, x, y ∈ R, тогда из условия следует

(x – 2)2 + y2 = x2 + (y + 4)2 � Уравнение пря!

мой, перпендикулярной данной и проходящей через нача!
ло координат, имеет вид y = 2x. Тогда точка пересечения
этих прямых (–0,6; –1,2) — искомая. Второй способ реше!
ния приведён в задаче XI.81 а).

XI.81. а) 0,5. Р е ш е н и е. Рассмотрим точки A(0; 1),
B Тогда 

�
AB Так как искомая прямая

перпендикулярна 
�
AB, то вектор 

�
AB — нормаль к прямой,

и, значит, — её общее уравнение. Нахо!

дим c из условия, что данная прямая проходит через точку

— середину отрезка AB. Имеем 

Воспользовавшись формулой расстояния от точки до пря!

мой найдём наименьший модуль.

XI.82. Указание. Преобразовать условие к виду 
|zi – 3i + 4| = |i ||z + 3 + 4i | = |z + 3 + 4i |, продолжить реше!
ние аналогично задаче XI.81.

XI.83. а) Указание. Преобразовать условие к виду 
|z1||z – z2| = |z2||z – z1|. Но |z1| = |z2| = 5, поэтому |z – z2| =
= |z – z1|, а это уже обсуждалось в задаче XI.81.

XI.84. б) 3 + 4i; 4 + 3i. Р е ш е н и е. Приведём два спо!
соба решения задачи. Способ 1. Пусть z = x + yi, где x, 
y ∈ R, тогда z � –z = x2 + y2, а значит, x2 + y2 = 25 — урав!

0 0
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d

– 3 – – 1 = 0.x y3 1
2 2

– ;
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

– 3 – + = 0x y c

(– 3; –1).(– 3; 0).

3
2 2

= – – .
x

y

= 2 2 < 3,

1 –
– < 2.

i
i

z

2,

154



нение окружности с центром в на!
чале координат. Геометрически
сумма модулей |z – 7| + |z – 7i | 
означает сумму расстояний от
точки, соответствующей комп!
лексному числу z, до точек А(7; 0)
и В(0; 7) (рис. 11.4). Окружность
пересекает отрезок АВ в двух точ!
ках P и Q, они и соответствуют
тем числам, для которых |z – 7| +
+ |z – 7i | принимает минимальное
значение, так как для P и Q зна!
чение |z – 7| + |z – 7i | равно длине
отрезка АВ. Заметим, что для любой точки окружности N
по неравенcтву треугольника AN + BN > AB. Координаты
точек P и Q находим из системы 

Способ 2. Учитывая, что x2 + y2 = 25, можем записать

|z – 7| = |z – 7i| =

Рассмотрим функцию ϕ(x; y) от двух пере!

менных ϕ(x; y) = заданную при

условии x2 + y2 = 25. Так как ϕ(x; y) � 0 при любых x
и y, то можно найти минимум функции 

Значит, 

Выразим

2xy = (x + y)2 – 25 и сделаем замену t = 7(x + y). Тогда

минимальное значение функции совпадёт с 

минимальным значением функции g(t) = 74 – t +

g(t) = 37 + (37 – t)

Сделав замену p = t – 37, найдём минимальное значение

функции f(p) = 37 – p +

( ) = 0 = 12.f p p� �

2

2

2 + 288
( ) = – 1;

p

p
f p�22 + 288;p

2+ 2( – 37) + 288.t2+ 2 – 148 + 3026;t t

ϕ21
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Так как функция f убывает 
на промежутке (–�; 12], а на 
промежутке [12; +�) возрастает 
(рис. 11.5), то минимальное зна!
чение функция принимает в точ!
ке p = 12: Но при

p = 12 выполнено t = 49, а значит, x + y = 7. Так как 
x2 + y2 = 25, то x = 3, y = 4 или x = 4, y = 3.

Замечание. Этот способ трудоёмкий, но более универ!
сальный. Если бы на отрезке АВ не нашлось бы ни одной
точки, удовлетворяющей условию x2 + y2 = 25, то реше!
ние первым способом было бы невозможнo.

XI.85. Р е ш е н и е. Пусть z = x + yi, x, y ∈ R.

Тогда из условия имеем x2 + y2 = 4x2 – 4x + 1 + 1 –
– 4y + 4y2 � 3(x2 + y2) – 4(x + y) + 2 = 0. Обозначим

Переформулируем задачу: при 

каких неотрицательных значениях c система

имеет решения?

Выполнив преобразования, получим

Понятно, что у квадратного уравнения в системе нуж!
но потребовать неотрицательность дискриминанта (и это!
го будет достаточно, чтобы система имела решение), т. е. 

9c4 – 20c2 + 4  0 �

XI.86. –1; 4. Р е ш е н и е. Пусть z = a + bi, a, b ∈ R. 
Условие означает, что верны равенства

Решая эту систему, найдём b.
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XI.87. Указание. Решение аналогично решению задачи
XI.86.

XI.88. Прямую. 
XI.89. –2. Р е ш е н и е. Рассмотрим уравнение z2 – 2iz +

+ a = 0 � Заметим, что корни уравнения

имеют одинаковую мнимую часть (рис. 11.6). Очевидно,
что угол между векторами, изображающими корни данно!
го уравнения, будет равняться 90°, если модуль вещест!
венной части равен модулю мнимой, а именно

XI.90. Р е ш е н и е. Для выполнения условия за!

дачи необходимо и достаточно выполнения следующей
системы:

Эту систему можно решить, исходя из геометрических
соображений: две окружности (рис. 11.7) одинакового ра!

диуса (r = 1) пересекаются в точках 

Можно решить систему и алгебраически. Если поло!
жить z = a + bi, a, b ∈ R, то, решая систему, получим

XI.91. Р е ш е н и е. Пусть z = x + yi, x, y ∈ R и чис!
лу i соответствует точка A(0; 1), числу z – i — точка 
B(x; y – 1), а числу z + i — точка C(x; y + 1). По условию
должно выполняться хотя бы одно из равенств AB = AC,

2 2
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AB = BC и AC = BC, т. е. должно быть выполнено условие

Первое урав!

нение задаёт прямую, а второе и третье — окружности.
По условию должно выполняться хотя бы одно из ра!
венств AB = AC, AB = BC и AC = BC, т. е. искомое множе!
ство задаётся полученной совокупностью уравнений. 

XI.92. Р е ш е н и е. Пусть числу u соответствует век!
тор �a, а числу v — вектор �b, тогда нужно доказать, что
|�a – �b | � |�a | – |�b |. Если |�a | – |�b | < 0, то неравенство 
очевидно. Если |�a | – |�b | � 0, то |�a – �b |2 � (|�a | – |�b |)2 �
� (�a – �b )2 � |�a |2 – 2|�a ||�b | + |�b |2 � �a 2 – 2�a �b + �b 2 �
� |�a |2 – 2|�a ||�b | + |�b |2 � �a �b  |�a ||�b | (так как �a 2 = |�a |2), что
верно по определению скалярного произведения, причём

равенство достигается, если �a ���b, т. е. если 

С геометрической точки зрения неравенство означает, что
сторона треугольника больше разности двух других его
сторон (рис. 11.8).

XI.93. Указание. Опять!таки, как и в задаче XI.92,
можно перейти на язык векторов. Ясно, что полученный
четырёхугольник — параллелограмм (рис. 11.9) и его диа!
гонали равны. Значит, это прямоугольник.

XI.94. Геометрически это равенство означает, что сум!
ма квадратов диагоналей параллелограмма равна сумме
квадратов всех его сторон.

XI.95. 0; Замечание. Во втором издании будет

исправлено первое неравенство: |z – i|  3. Р е ш е н и е.

1) Пусть a = 0. Тогда выполняется для един!

ственного числа z = 0.
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| | 0
z i
z
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2) Пусть a > 0 (a < 0 не подходит, так как ∀z ∈ C
|z| � 0). Тогда множество |z – i |  3 задаёт круг с центром
в точке O1(0; 1) и радиусом R1 = 3, а |z – 3a|  2a задаёт
круг с центром O2(3a; 0) и радиусом R2 = 2a. Условие 
задачи означает, что круги касаются внешним обра!
зом (рис. 11.10), т. е. O1O2 = R1 + R2, а значит,

XI.96. 0; Указание. Решение аналогично ре!

шению задачи XI.95.

XI.97. а) (–�; 0) ∪ Р е ш е н и е. Понятно, что

при a < 0 система решений не имеет. При a � 0 данные
уравнения задают две окружности, эти окружности не

имеют общих точек, если где O1(a; 0) 

и O2(0; 1) — центры данных окружностей, а R1 = 1, 

R2 = — их радиусы. Итак, 

XI.98. Р е ш е н и е. Множество |z – 2| < 2 зада!

ёт на комплексной плоскости внутренность круга с цент!
ром O1(2; 0) и радиусом R1 = 2, а множество |z – ai | =
= a + 4 при a > –4 задаёт окружность с центром O2(0; ai)
и радиусом R2 = a + 4. Геометрически (рис. 11.11) это 
означает, что их пересечение не пусто. Тогда |R1 – R2| <

< O1O2 < R1 + R2, т. е. 2 8
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При a = –4 выполняется |z – 4i| = 0 � z = 4i. Но тогда
не выполняется второе неравенство |4i – 2| = зна!
чит, решений нет. При a < –4 левая часть первого нера!
венства |z – ai| � 0, а его правая часть меньше нуля, зна!
чит, решений нет.

XI.101. г) См. рис. 11.12. Указание. Пусть z + i = w.
Тогда z = w – i.

д) См. рис. 11.13. Указание. Полезно доказать тот
факт, что при умножении на i происходит поворот векто!

ра, изображающего число z на комп!
лексной плоскости, на угол вокруг

начала координат (на угол если

умножить на –i). Это ясно из рисун!
ка 11.13. Пусть a > 0, b > 0. Тогда 
(a + bi)i = –b + ai. Далее действовать

как в п. г): Следова!

тельно, (рис. 11.14).

и) Р е ш е н и е. Пусть z = x + yi, x,

y ∈ R. Тогда Откуда
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XI.102. в) Р е ш е н и е. 

XI.104. а) –1. б) 3i. в) 1 – i. Р е ш е н и е.

= –i(i + 1) = 1 – i. г) 

Р е ш е н и е. 

Указание. Полезно учесть,
что при умножении комплекс!
ных чисел их модули перемно!
жаются, а аргументы складыва!
ются. Сумма главных аргумен!
тов не является, вообще говоря,
главным аргументом произведе!
ния. Это будет верно лишь в том
случае, когда сумма главных 
аргументов сомножителей мень!
ше 2π.

XI.105. а) z = 1. б) z = i. 
в) Указание. Достаточно решить

систему 

(рис. 11.15).

XI.106. 

XI.107. 

XI.108. б) Р е ш е н и е. Реше!
ние аналогично решению задачи

XI.101 е). Пусть Тогда

т. е. поворот луча

на угол (рис. 11.16). В итоге получаем луч,

совпадающий с положительной полуосью оси Oy без на!
чала координат.

XI.109. в) 
3 3
2 2

13 cos + arctg + sin + arctg .i⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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π π
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= 3

x y

y x

⎧⎪
⎨
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= – 6 + 6 .i

5 5 2 2
12 12 6 6 2 2

= cos – + sin – cos + sin 12 = 12 – + =i i i
⎛ ⎞π π π π⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞

⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎝ ⎠

12 12
cos – + sin – (–3 + 3 ) =i i
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⎜ ⎟⎝ ⎠
3 3
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+cos sin ( + 1)i i

3 3
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Замечание. Перед выполнением задач XI.110—XI.112
полезно устно повторить формулы приведения.

XI.110. а) cos38° + isin38°. б) cos218° + isin218°.
в) cos(–48°) + isin(–48°). г) cos132° + isin132°. Р е ш е н и е.
–cos48° + isin48° = cos(180° – 48°) + isin(180° – 48°) =
= cos132° +isin132°.

XI.111. а) cos(–58°) + isin(–58°). Замечание. Во втором
издании условие было заменено на sin32° + icos148°. 
Р е ш е н и е. sin32° + icos148° = cos58° + icos(90° + 58°) =
= cos58° – isin58° = cos(–58°) + isin(–58°).

в) Р е ш е н и е. sin20° + icos70° =

= cos70° + icos70°. Заметим, что Rez = Imz > 0, т. е. 

argz = Тогда

г) 

XI.112. cos160° + isin160°. 

XI.113. Р е ш е н и е. Пусть z = x + yi, x, y ∈ R.
Тогда –z = x – yi; z + –z = 2x; z – –z = 2yi. Далее (z + –z)(z –
– –z) = 4xyi, откуда по условию задачи 4xyi = т. е.

Значит, x 	 0 и y 	 0, так как 

x > 0, y > 0. Таким образом, 

XI.114. р > 2. Р е ш е н и е. Способ 1 (аналитический).

Если то z = x + xi, x > 0. Тогда 

Ясно, что р  0 не подходит. Рассмотрим р > 0, тогда

(*)
Теперь задачу можно переформулировать: при каких

значениях р > 0 неравенство (*) имеет хотя бы одно по!
ложительное решение? 

Проверим сначала случай Так как

следовательно Тогда
4

= 0 = 2 + 3.
D

p�2

4
= –4 – 2 3 + 2 ,

D
p

= 0,
> 0.

D
x

⎧
⎨
⎩

x x p x x p2 2 2 2 2( – 1) + ( + 3) 2 + 2( 3 – 1) + 4 – 0. � 
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Теперь доста!

точно потребовать, чтобы x2 > 0, где x2 — больший 
корень уравнения. А это значит, что

p > 2 

(p > 0). Заметим, что 

Способ 2 (геометрический). Неравенство |z – (1 – i)|  p,

где p > 0, задаёт круг с центром в точке и радиу!

сом p, а числа с аргументом лежат на луче y = x, x > 0

(рис. 11.17).
Условие означает непустое пересечение луча и окруж!

ности, а это произойдёт, если p = OO1 > 2.

XI.115. См. решение задачи XI.116.

XI.116. Р е ш е н и е. Способ 1.

Множество чисел z, для которых |z – 3 – 4i|  1, — это
круг (x – 3)2 + (y – 4)2  1. Пусть z = x + yi, x, y ∈ R.

Тогда Imz = y, Rez = x, Переформулируем 

задачу: при каких значениях c ∈ R система

имеет хотя бы одно решение? Система имеет решение 
тогда и только тогда, когда имеет решение неравенство 
(c2 + 1)x2 – 2(3 + 4c)x + 24  0. Так как c2 + 1 > 0, то 

2 2( – 3) + ( – 4) 1,

=y
x

x y

c

⎧⎪
⎨
⎪⎩



Im
Re

.=
z y
z x

1 1
4 4

(6 – 6); (6 + 6) .⎡ ⎤
⎣ ⎦

4
π

(1; – 3)

3

2 + 3 < 2.
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достаточно потребовать, чтобы 

Способ 2. Из рисунка 11.18

ясно, что tgα = α = arctg

и Поэто!

му 

Аналогично получим, что

XI.117. а) 

в) [0; 2π). 

XI.118. а) в) 

XI.120. Луч argc =

XI.121. а) Р е ш е н и е. 

XI.122. б) Р е ш е н и е. Решение аналогично решению
примера 37 из § 68. По формуле Муавра 

cos12α + isin12α = (cosα + isinα)12 =
= cos12α + C1

12cos11α � isinα + C2
12 cos10α(isinα)2 +

+ C3
12 cos9α(isinα)3 + C4

12cos8α(isinα)4 + ...,
cos12α = cos12α – C2

12 cos10α sin2α + C4
12cos8α sin4α –

– C6
12cos6αsin6α + C8

12 cos4α sin8α – C10
12 cos2α sin10α + sin12α.

XI.123. Р е ш е н и е. Запишем уравнение 

в виде z2 – 2zcosθ + 1 = 0

= cosθ � isinθ. Тогда zn = cosnθ � isinnθ 1 1
cos sin

= =n n i nz θ θ�
�

2= 2cos cos – 1 =z zθ θ� � �

1
+ =2coszz θ

π π π⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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Сложив последние два равенства, полу!

чим 

XI.124. Р е ш е н и е. 

(перед последним равенством числитель и знаменатель
разделили на cosnα).

XI.125. а) a = –1; Р е ш е н и е. 

Так как u = –i корень, то (–i)4 – (–i)3 + (a2 – 3)(–i)2 –
– ai – 3 = 0 � a = –1. Тогда уравнение примет вид z4 –
– z3 – 2z2 – z – 3 = 0.  Поделив по схеме Горнера на z + i,
получим (z + i)(z3 – (1 + i)z2 + (i – 3)z + 3i) = 0. А так как
i тоже корень уравнения, то 

(z + i)(z – i)(z2 – z – 3) = 0 �

Замечание. Можно было увидеть, что z4 – z3 – 2z2 – z –
– 3 = z4 – z3 – 3z2 + z2 – z – 3 = (z2 – z – 3)(z2 + 1).

в) a = 1; {1 � i; 2}. 
XI.126. а) 4 � 3i. Указание.  По условию z удовлетво!

ряет уравнению z2 – z + 1 = 0, т. е. z3 = –1, так как z3 + 1 =
= (z + 1)(z2 – z + 1). Поскольку z239 = (z3)79 � z2 = –z2, то
нужно вычислить z2.

XI.127. Р е ш е н и е. Пусть cos1° = где p и q целые

положительные числа. Тогда cos45° = cos(45 � 1°) можно
было представить в виде многочлена с целыми коэффици!
ентами от cos1° (см. задачу XI.122), т. е. число cos45° =

оказалось бы рациональным числом, что не так.

XI.128. n ∈ N. Р е ш е н и е. Докажем, что условие зада!
чи выполняется для любого натурального n. Положим,
f(x) = (cosα + xsinα )n – cosnα – xsinnα . Но x2 + 1 = (x +
+ i)(x – i) и f(i) = (cosα + isinα)n – (cosnα + isinnα) = 0 на
основании формулы Муавра. Аналогично убеждаемся, что
f(–i) = 0, и наше предположение доказано.

XI.129. Указание. Частный случай задачи XI.130 при
λ = 1. Эту задачу уместно дать как подготовительную к ре!
шению задачи XI.130.

2
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XI.130. Р е ш е н и е. Разложим многочлен x2 –
– 2λxcosα + λ2 на множители, линейные относительно x.
Для этого найдём корни квадратного уравнения: 

x2 – 2λxcosα + λ2 = 0 � x = λcosα � 

Обозначим f(x) = xnsinα – λn – 1xsinnα + λnsin(n – 1)α.
Осталось показать, что f(λ(cosα � isinα)) = 0. А это легко
проверить с помощью формулы Муавра, как в задаче
XI.128.

XI.131. n 	 3k, k ∈ Z. Р е ш е н и е. Поскольку x3 – 1 =
= (x – 1)(x2 + x + 1), то корнями многочлена x2 + x + 1
являются числа ε 	 1, такие, что ε3 = 1. Для того чтобы
доказать, что p(x) = x2n + xn + 1 делится на x2 + x + 1,
достаточно убедиться, что если ε3 = 1 и ε 	 1, то p(ε) = 0.

Если n = 3k + 1, то ε2n + εn + 1 = ε2 + ε + 1 = 0. Анало!
гично рассматривается случай n = 3k + 2. Конечно, здесь
мы использовали тот факт, что корни квадратного трёх!
члена не являются кратными.

XI.132. Р е ш е н и е. Пусть u = cosx + isinx, v = cosy +
+ isiny, w = cosz + isinz. Данные равенства равносильны
тому, что u + v + w = 0. Сложение комплексных чисел —
это сложение векторов, поэтому векторы u, v и w образу!
ют треугольник. Поскольку все они являются единичны!
ми, то этот треугольник равносторонний, откуда и следу!
ет, что углы между соответствующими векторами равны

А тогда, например, если то sin3x = sin3y.

§ 69. Корень n�й степени из комплексного числа
Определение корня в начале параграфа является напо!

минанием и ещё раз подчёркивает логическую возмож!
ность существования нескольких корней данной степени
из данного комплексного числа. Как мы увидим далее,
положение с корнями в множестве комплексных чисел со!
вершенно иное, чем в множестве действительных чисел:
для любого комплексного числа, отличного от нуля, су!
ществует ровно n корней степени n.

Особый интерес с геометрической точки зрения пред!
ставляют корни из 1.

Кроме указанных в учебнике свойств этих корней,
можно добавить и то, что всякий корень степени n из 1
является степенью первого корня; более точно: εk = εk

1. Это
немедленно следует из формулы Муавра. Кроме того, ин!

2
3

= ,y x
π�

2
3

.
π�

= (cos sin ).x iλ α α� �

2 2 2cos –λ α λ �
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тересен и тот факт, что сумма всех корней степени n из
1 равна нулю. Далее в § 70 это не раз пригодится, и всё!
таки уделить этому внимание полезно при изучении имен!
но этого параграфа (задачи XI.139, XI.148, XI.160).

При изучении арифметических действий с корнями
степени n следует особо подчеркнуть новый взгляд на ра!
венство (привычное в поле R) как на ра!

венство двух множеств! Кроме того, корень степени n
впервые для учащихся представляет многозначную (или,
как говорят в теории функций комплексной переменной,
многолистную) функцию, т. е. отображение, значениями
которого являются некоторые множества.

Решения и указания к задачам

XI.133. а) k = 0, 1, 2. в) 

k = 0, 1, 2.

XI.135. 0. Р е ш е н и е. Заметим, что 

Тогда 

k = 0, 1, 2, 3. Ясно, что так

как wk есть нe что иное, как вершины квадрата на комп!
лексной плоскости. Следовательно, есть две пары проти!
воположных векторов, сумма которых равна 0.

XI.136. а) Р е ш е �

н и е. 

XI.137. а) Если u = 1, то n; если u 	 1, то 0. Р е ш е �
н и е. Для этого докажем, что всякий корень степени n из
1 является степенью первого корня; более точно: uk = uk

1.
Это равенство немедленно следует из формулы Муавра:

Тогда u0 + u1 + u2 +

+ ... + un – 1 = 1 + u1 + u1
2 + ... + u1

n – 1 = так как1
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– 1
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u1
n = 1, т. е. попутно доказали, что сумма всех корней из

степени n из 1 равна 0.

б) Если u = 1, то если u 	 1, то Р е ш е �

н и е. Пусть s = 1 + 2u + 3u2 + ... + nun – 1. Умножим обе
части равенства на 1 – u. Получим (1 – u)s = 1 + 2u +
+ 3u2 + ... + nun – 1 – u – 2u2 – 3u3 – ... – nun; (1 – u)s =
= 1 + u + u2 + ... + un – 1 – nun. Из задачи XI.137 а) следу!

ет 1 + u + u2 + ... + un – 1 = 0 и un = 1. Тогда 

XI.138. –1 при n чётном, 1 при n нечётном. Р е ш е �

н и е. u0 � u1 � ... � un – 1 = 1 � u1 � u1
2 � ... u1

n – 1 = Так

как то 

cosπ(n – 1), а

XI.139. Р е ш е н и е. Рас!

смотрим уравнение x2n + 1 + 1 = 0,
корнями которого являются чис!

ла –1, 

и k = 1,

3, 5, ..., 2k – 1.
Эти числа являются вершина!

ми правильного 2n + 1!угольни!
ка (рис. 11.20). Тогда их сумма
равна нулю. Поэтому

oткуда и получим 

XI.140. а) Р е ш е н и е. Из равенства комплексных чи!
сел (z – 1)n = (z + 1)n следует равенство их модулей, а по!
этому |(z – 1)n| = |(z + 1)n| � |z – 1|n = |z + 1|n, или |z + 1| =
= |z – 1|.
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А это множество точек, равноудалённых от точек –1 и
1, которое и есть прямая — ось Oy. Значит, все корни
данного уравнения расположены на одной прямой.

б) Р е ш е н и е. Аналогично решению задачи XI.140 а)
получим равенство модулей комплексных чисел |2z – 2| =
= |z + 1|. Можно доказать, что на комплексной плоско!
сти равенством |z – a| = k|z – b| при k 	 1 задаётся окруж!

ность — окружность Аполлония: 2|z – 1| = |z + 1| �

т. е. множество всех точек, для каждой из которых отно!
шение расстояний до двух данных точек равно данному
числу.

Аналитически можно доказать это следующим обра!
зом: пусть z = x + yi, x, y ∈ R. Тогда 4((x – 1)2 + y2) =

= (x + 1)2 + y2 � 3x2 – 10x + 3y2 = –4 �

а это и есть уравнение окружности.

§ 70. Применения комплексных чисел
В параграфе и задачном материале к нему содержится

практически основной спектр идей применения комплекс!
ных чисел. Это и доказательство равенств, формул, и гео!
метрические преобразования (вплоть до упоминания
функции Жуковского), и делимость многочленов, и гео!
метрические задачи на доказательство. Особый интерес
вызывают так называемые сюжетные задачи (XI.148—
XI.150, XI.156—XI.165), в которых результат одного из
пунктов задачи можно смело применять в других пунк!
тах или частный случай общего результата содержится 
в начале, а сам результат (обобщённый) рассматривается 
в последнем пункте.

С методической точки зрения такие задачи весьма по!
лезны. Главный аргумент в пользу изучения комплекс!
ных чисел состоит в том, что с их помощью можно ре!
шать задачи, которые трудно решать иными средствами,
т. е оставаясь в рамках теории действительных чисел.

Решения и указания к задачам

XI.141. а) Окружность x2 + (y + 1)2 = 1. Р е ш е н и е.
Множество |z – i | = 1 есть окружность x2 + (y – 1)2 = 1 на
плоскости xOy. Отображение ϕ задаёт симметрию относи!
тельно оси Ox. б) Окружность (x – 1)2 + (y – 2)2 = 1. 
Р е ш е н и е. Отображение ϕ задаёт параллельный перенос
на вектор �s(1; 1). в) Окружность (x – 1)2 + y2 = 1. 

2
2 135

93
– + = ,x y⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠

| |+ 1
| |– 1

= 2,z
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Р е ш е н и е. Отображение ϕ задаёт поворот на угол 

вокруг начала координат. 
г) Окружность (x + 1)2 + (y + 1)2 = 2. Р е ш е н и е. Ото!

бражение ϕ задаёт композицию гомотетии с коэффициен!

том |1 + i | = с центром в начале координат и поворота

на угол α = arg(1 + i) = вокруг начала координат.

XI.142. 1. Р е ш е н и е. Пусть z = a + bi, a, b ∈ R.

т. е. множество M1 —

окружность с центром в точке O1 радиус которой

равен (рис. 11.22). Множество

M2 — это окружность M1, полу!

ченная поворотом на угол 

вокруг начала координат, 
т. е. O2 — её центр. Оче!

видно, что окружности не име!
ют общих точек. Поэтому бли!
жайшими их точками являются
точки A и B, расположенные 
на линии центров O1O2. Итак, 

AB = O1O2 – (O1B + O2 A) =
= 2 – 2 � 0,5 = 1.

XI.143. Окружность x2 + y2 = 4. Р е ш е н и е. Пусть z =
= x + yi, x, y ∈ R. Тогда отображение ϕ(z) = z – i комп!
лексной плоскости есть параллельный перенос на вектор�s(0; –1), т. е. в результате этого отображения мы получим
окружность M1: x2 + y2 = 1. Рассмотрим преобразование

z ∈ M1. Так как и (cosϕ + isinϕ)(cosϕ –

– isinϕ) = 1, то преобразование ϕ2(z) = –z переводит множе!
ство M само в себя. Поэтому осталось только проделать
преобразование ϕ3(z) = 2z. А это гомотетия с центром 
в точке О(0; 0) и коэффициентом, равным 2.

XI.144. Полуокружность ACB с центром в точке (0; 0)

радиуса (рис. 11.23). Р е ш е н и е. Способ 1. Так как

и –z = cosϕ – isinϕ, то 

w = ––z(1 + i) = 

4 4 4 4
= 2 cos – + sin – = 2 cos – + sin – .i i

π π 5π 5π⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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По условию –π  –ϕ  0, oткуда находим 

Таким образом, модуль комплексного числа w равен 

а Иными словами, комплексное число w

лежит на полуокружности комплексной плоскости с цент!

ром в точке (0; 0) радиуса (полуокружность находит!
ся над биссектрисой 1 и 3 координатных углов).

Способ 2. Из условия следует, что M — полуокруж!
ность с центром в точке (0; 0) радиуса 1, расположенная
над осью абсцисс. Обозначим через —M множество точек
z1 = –z, где z 
 M. Тогда —M — полуокружность с центром
в точке (0; 0) радиуса 1, расположенная под осью абсцисс.
Фактически каждое число w получается из некоторого
числа z1 
 —M умножением на комплексное число –(1 + i),

имеющее модуль и аргумент Иначе говоря, дли!

на вектора, соответствующего числу z1 = –z, увеличивается

в раз, а сам вектор поворачивается на угол по ча!

совой стрелке. В результате ответ тот же.
XI.145. Четверть окружности с центром в точке (0; 0)

и радиусом (рис. 11.24). 
XI.146. См. задачу XI.141 г). Указание. Решение ана!

логично решению задачи XI.144.
XI.147. a � 1; a  –1. Р е ш е н и е. Множество точек,

удовлетворяющих уравнению |z – 1| = |z – a – (a + 1)i |,
есть серединный перпендикуляр к отрезку с концами 
в точках (1; 0) и (a; a + 1).

Тогда неравенство |z – 1| � |z – a – (a + 1)i | задаёт по!
луплоскость, границей которой является этот серединный

2
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перпендикуляр, а именно: множество точек, расстояние
от которых до точки (a; a + 1) меньше, чем до точ!
ки (1; 0).

Множество точек, удовлетворяющих неравенству
|z – 1| � 1, есть внешняя область круга со своей границей
радиуса 1 с центром в точке (1; 0). Условие задачи озна!
чает, что внешняя область круга должна содержать дан!
ную полуплоскость (рис. 11.25). А это означает, что сере!
дина отрезка АВ — точка С должна удовлетворять усло!

вию АС � R = 1. 

XI.148. а) Р е ш е н и е. Не умаляя общности, рассмот!
рим правильный пятиугольник A0 A1A2 A3 A4, вписанный в
окружность радиуса 1 с центром в точке О(0; 0).

Расположим точки Ak, k ∈ Z так, чтобы точка A0 по!
пала на ось абсцисс. Пусть zk, k ∈ Z — комплексные чис!
ла, соответствующие точкам Ak, k ∈ Z единичной окруж!
ности, таким образом, z0 = 1 и zk = zk

1, k ∈ Z, а z1
5 = 1.

Тогда (см. задачу XI.137).

б) 0. Р е ш е н и е. Докажем, что 

или Пусть Из фор!

мулы Муавра следует, что все корни 5!й степени из еди!
ницы являются степенями числа z1. Тогда утверждение о
том, что сумма всех корней 5!й степени из единицы рав!
на 0 (см. рассуждение в § 69 учебника), записывается 
в виде 1 + z1 + z1

2 + z1
3 + z1

4 = 0. Далее, –z1
2 = z1

3 и –z1 = z1
4,

откуда следует, что 1 + z1 + –z1 + z1
2 + –z1

2 = 0. Осталось за!

метить, что Доказанное2 2
1 1 1 1

2 4
5 5
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в задаче XI.148 а) тождество имеет следующую тригоно!

метрическую форму: (рис. 11.26).

Тогда если 

Аналогично получим а по

доказанному в задаче XI.148 а)
1 + z 1 + z 2 + z 3 + z 4 = 0 .

Замечание. Здесь было бы
уместно вспомнить «тригоно!
метрическое доказательство»
(см. пример 31 из § 35 учебника
для 10 класса).

в) Р е ш е н и е. Из задачи
XI.148 а) следует, что если  z1

5 =
= 1, z1 	 1, то 1 + z1 + z1

2 + z1
3 +

+ z1
4 = 0, следовательно, 1 + z1

4 +
+ z1

8 + z1
12 + z1

16 = 1 + z1
4 + z1

3 + z1
2 +

+ z1 = 0. Таким образом, всякий
корень второго многочлена явля!
ется корнем первого, а значит, 

(x16 + x12 + x8 + x4 + 1) � (x4 + x3 + x2 + x + 1).
XI.150. а) Р е ш е н и е. Обозначим через M(z) точку

плоскости, соответствующую комплексному числу z. Рас!
смотрим точки Ai(zi), где i = 1, 2, 3. Докажем, что точки

Bi(zi
–1) лежат на одной прямой. Действительно, 

поэтому точка B3 — середина отрезка B1B2.
б) Р е ш е н и е. Пусть z1 = a + bi. Тогда z2 = a – bi (по

условию a 	 0, b 	 0), Рассмотрим векто!

ры 
�
OA1(a; b); 

�
A1A3 Тогда 

�
OA1 � �

A1A3 = 0, т. е. 
�
OA1 �

�
A1A3, значит, �OA1A3 = 90°, что и требовалось до!

казать.

в) Р е ш е н и е. Пусть z1 = a + bi. Треугольник

OA1A3 прямоугольный. Поэтому S(�OA1A3) =

Так как z2 = –z1, то треугольник OA1A3 равнобедренный и

2 2+1
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S(�OA1A3) = |ab |. Таким образом,

отношение площадей будет наибольшим тогда, когда 

будет наибольшим отношение Так как 

|z1 – 2|  1 есть круг с центром в точке (2; 0) радиуса 1,
то наибольшее значение выражения |tg(argz1)| достигается,
если z1 лежит на касательной, проведённой из точки О
к окружности, задаваемой уравненим |z1 – 2| = 1 

(рис. 11.27). Из геометрических соображений 

г) Р е ш е н и е. Пусть данные точки не лежат на одной
прямой. Тогда если точки O, A1, A2, A3 лежат на одной
окружности, то четырёхугольник OA1A3 A2 вписанный. За!
метим, что � A1OA2 = �1 + �2; � A1A3 A2 = 180° – (�1 +
+ �2), т. е. �A1OA2 + �A1A3 A2 = 180°. Значит, если удаст!
ся доказать, что отрезок A2 A3 виден из точек O и A1 под
равными углами, а отрезок A1A3 из точек O и A2 под рав!
ными углами, то это означает, что четырёхугольник
OA1A3 A2 — вписанный (рис. 11.28).

Покажем первое (второе аналогично).
Для этого достаточно доказать, что argz3 – argz2 =

= arg(z3 – z1) – arg(z2 – z1), т. е. что 

Ясно, что если z2 = 0 или z2 = z1, то все данные точки ле!
жат на одной прямой. Но 
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Получили, что отношение двух комплексных чисел

Это означает, что векторы 
�
OW1 и 

�
OW2 коллинеар!

ны, где W1, W2 — точки комплексной плоскости, изобра!
жающие числа w1 и w2 (здесь мы учли случай, что точки
могут лежать на одной прямой). Значит, argw1 = argw2 и

что и требовалось доказать.

XI.150. а) Р е ш е н и е. если xn + 1 = 1,

x 	 1. Это возможно, только если n + 1 — чётное число

и Тогда n — нечётно.
б) Р е ш е н и е. Если z1, z2, ..., zn корни многочлена pn,

то pn(x) = (x – z1)(x – z2) � ... � (x – zn). Значит, (1 – z1) �
� (1 – z2) � ... � (1 – zn) = pn(1), но pn(1) = n + 1, следова!
тельно, (1 – z1)(1 – z2) � ... � (1 – zn) = n + 1.

XI.151. Указание. См. задачу XI.149 г).
XI.152. a = 0, b ∈ R. Р е ш е н и е. Во втором издании

учебника треугольник дан равносторонний. Пусть z1, z2,
z3 — корни многочлена, тогда z1 + z2 + z3 = 0. Так как по
условию корни многочлена лежат в вершинах равносто!
роннего треугольника, то числа z1, z2, z3 являются корня!
ми уравнения z3 = b1. Следовательно, они также и корни
уравнения az + b + b1 = 0, которое, тем самым, будет
иметь по крайней мере три различных корня, что возмож!
но только при a = 0.

XI.153. Указание. В примере 43 из § 70 учебника ука!
зан общий путь к решению таких задач.

Р е ш е н и е. Докажем сначала тождество 

x2n + 1 – 1 =

Корнями многочлена x2n + 1 – 1 являются корни степе!

ни 2n + 1 из 1, т. е. числа 1, 

и числа –εk, где k = 1, 2, ..., n. Следовательно,

Искомое равенство сле!

дует из того, что 

Теперь подставим в это равенство x = –1 и, воспользо!
вавшись тем, что 2 + 2cosα = 4cos2 а затем извлекая

квадратный корень из обеих частей, получим требуемое.
2
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XI.154. Р е ш е н и е. Докажем сначала следующее 
утверждение. Пусть u, v и w — различные комплексные
числа, ε 	 1 — кубический корень из 1. Треугольник
с вершинами в точках u, v и w является равносторонним
тогда и только тогда, когда u + εv + ε2w = 0.

Доказательство. Так как u + εv + ε2w = u + εv – (1 + ε) �
� w = ε(v – w) – (w – u), то u + εv + ε2w = 0 тогда и только
тогда, когда ε(v – w) = w – u, т. е. когда одна из сторон
треугольника получается из другой поворотом на угол 

что имеет место тогда и только тогда, когда треугольник
является равносторонним.

Перейдём к доказательству утверждения задачи.
Обозначим через a, b и c комплексные числа, в кото!

рых расположены вершины данного треугольника. В си!
лу вышеприведённого утверждения третьи вершины рав!
носторонних треугольников, построенные на сторонах
данного, расположены соответственно в точках (–εa –
– ε2b), (–εb – ε2c) и (–εc – ε2a), где ε 	 1 — кубический ко!
рень из 1. Следовательно, центрами этих треугольников

являются точки 

и Прямое вычисление показывает,

что u + εv + ε2w = 0. И тогда согласно утверждению точ!
ки u, v и w являются вершинами равностороннего тре!
угольника.

XI.155. Р е ш е н и е. Способ 1. Докажем сначала, что ес!

ли то треугольник с вершинами в точках

z1, z2, z3 содержит начало координат.

Если то т. е. 

Это равенство можно записать в виде αz1 + βz2 +

+ γz3 = 0, где α, β, γ > 0 и α + β + γ = 1. Таким образом,
начало координат принадлежит треугольнику с вершина!
ми в точках z1, z2, z3.

Если z0 — корень уравнения 

ai = z0 – zi, то В силу вышеприведённого

утверждения начало координат лежит внутри треугольни!
1 2 3

1 1 1
+ + = 0.

a a a

1 2 3

1 1 1
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z z z z z z
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z z
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ка с вершинами a1, a2 и a3, следовательно, z0 находится
внутри треугольника с вершинами z1, z2, z3.

Способ 2. Докажем сначала утверждение. Пусть z1, z2,
z3 — отличные от нуля комплексные числа, лежащие в

полуплоскости α < argz < α + π. Тогда Это

становится ясно после выяснения того, что все числа zi
–1

лежат в полуплоскости π – α < argz < 2π – α. Если точ!
ка z лежит вне треугольника z1z2z3, то векторы z – z1, 
z – z2, z – z3 расположены в одной полуплоскости относи!
тельно некоторой прямой, проведённой через z, а значит,
сумма этих векторов ненулевая.

XI.156. а) 1. Указание. Искомое расстояние равно дли!
не отрезка AK (рис. 11.29).

б) Р е ш е н и е. Так как |z2| = |z3| = 1, то 

|z – z1| = |zz2 – z1z2| и |z – z2| = |zz3 – z2z3|, 

поэтому искомое множество — серединный перпендикуляр
к отрезку AB, т. е. прямая CD (см. рис. 11.29).

в) Отрезок B1C1 (рис. 11.30), где B1(z2z3), C1(z3
2). 

Решение. Поскольку z2 = –z3 —
точки единичной окружности с
центром в начале координат, то 
геометрически умножение на z2 и
z3 — это повороты на углы argz2 и
argz3 = argz2 + π. Так как отрезок
BC симметричен относительно ну!
ля, то образы U и V при этих по!
воротах совпадают.

1 2 3

1 1 1
+ + 0.

z z z
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г) Дуга параболы между точками с коорди!

натами

Р е ш е н и е. Если z — точка отрезка AC, то 

где откуда Следо!

вательно, образ отрезка AC — множество точек w =

= x + yi, где Значит, при!

чём т. е. искомый образ — дуга парабо!

лы между точками с координатами

(рис. 11.31).

XI.157. а) Р е ш е н и е. Найдём OA2 = (2z + 1)(2–z + 1) =
= 4|z|2 + 2(z + –z) + 1 = 2(z + –z) + 5 и OB2 = (z + 2)(–z + 2) =
= |z|2 + 2(z + –z) + 4 = 2(z + –z) + 5. Тогда OA = OB.

б) Р е ш е н и е. Сделав параллельный перенос, переводя!
щий вершину A треугольника в точку O, получим
�OB1C1, где точкам B1 и C1 соответствуют комплексные
числа z + 2 – (2z + 1) = 1 – z и z2 + 2z – (2z + 1) = z2 – 1 =
= –(1 – z)(1 + z) соответственно. Следовательно, умноже!
ние на 1 – z переводит треугольник с вершинами в точ!
ках (0; 0), (1; 0) и –(z + 1) в подобный ему �OB1C1 = 
= �ABC. Коэффициент подобия λ = |z – 1|.

в) (1; 3). Р е ш е н и е. Если |z| =
1, то OC = OB, значит (см. задачу
XI.157 а), точка О — центр опи!
санной около данного треугольни!
ка окружности радиуса R = |z + 2|.
При z = �1 треугольник вырожда!
ется, при остальных значениях z,
|z| = 1 получаем, что R ∈ (1; 3).

Р е ш е н и е. Площадь

треугольника с вершинами в точ!
ках (0; 0), (1; 0) и –(z + 1) равна

–1 3
2

г) .
i�
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поэтому для площади S подобного ему �ABC (cм.

задачу XI.157 б)) получаем формулу 

где z = cosϕ + isinϕ, ϕ ∈ [0; 2π]. Достаточно рассмотреть
случай, когда ϕ ∈ [0; 2π]. Тогда

Значение является наибольшим.

XI.158. в) Е(1; 0), треугольник произвольный. Р е ш е �
н и е. Если z1, z2, z3 — вершины лежащего на окружнос!
ти S равностороннего треугольника, то z1 + z2 + z3 = 0,

поэтому (см. задачу XI.158 а)), и max |z|

при z ∈ D реализуется в точке z = 1.
г) Да. Р е ш е н и е. Множество точек, указанного в за!

даче вида, как следует из рассуждений в задаче XI.158 б),
является кругом с диаметром [zk; zj ]. Три круга, постро!
енные на отрезках AB, BC и AC, как на диаметрах, на!
крывают этот треугольник хотя бы потому, что он тупо!
угольный.

XI.159. а) Р е ш е н и е. Способ 1. Пусть

w = a + bi, a, b ∈ R. Тогда |AB | = |BC | = |AC |, но |AB | = 2,

Способ 2. Можно было рассуждать и так. Для того
чтобы получить третью вершину равностороннего тре!
угольника ABC, можно повернуть вершину B (рис. 11.31)

на угол вокруг начала координат (первой вершины

� ABC). Исходя из геометрического смысла умножения
3
π
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комплексных чисел для этого достаточно умножить v на

число

б) Р е ш е н и е. 4i – 3 = (1 + 2i)2. Тогда z2 = (1 + 2i)z +

+ 3 – 4i �

В силу задачи XI.159 а) треугольник ABC — равносторон!
ний.

в) Р е ш е н и е. Предположим, что могут. Но тогда рас!
смотрим � A1B1C1, для которого v – u с вершинами A1(0),
B1(v – u), C1(w – u). Он, очевидно, равносторонний,
действительные и мнимые части чисел v – u и w – u ра!
циональны. Но либо точка C из точки B, либо точка B

из точки C получены поворотом на относительно точ!

ки O(A1), т. е. 

т. е. если то 

Но поскольку все числа в скобках рациональные, оче!
видно, получаем противоречие, так как 

г) Р е ш е н и е. u2 + v2 + w2 = uv + vw + wu � 2u2 +
+ 2v2 + 2w2 = 2uv + 2vw + 2wu � (u – w)2 + (v – u)2 +

+ (w – u)2 = 0. Пусть Тогда 

Следовательно, 

2(ab + bc + ac) = (a + b + c)2 – (a2 + b2 + c2) = 0. 

Итак, По теореме Виета для много!

члена третьей степени получаем, что a, b, c — корни урав!
нения вида z3 = k, и поэтому |a | = |b| = |c |, т. е. |u – v| =
= |v – w| = |w – u|. Следовательно, � ABC — равносторонний.
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XI.160. а) Равносторонний. Р е ш е н и е. 

ε3 – 1 = (ε – 1)(ε2 + ε + 1) = 0. Так как ε 	 1, то

1 + ε + ε2 = 0.                     (*)

так как Если a = 0 и u = 0, то

bε + cε2 = 0. Тогда b = c(–ε). Следовательно, точка B полу!

чена из точки C поворотом на угол вокруг начала ко!

ординат, совпадающего с вершиной A этого треугольника.
Поэтому он равносторонний.

б) Р е ш е н и е. Пусть произведён параллельный перенос
на вектор, определяемый комплексным числом z. Тогда

u� = a + z + (b + z)ε + (c + z)ε2 = u + (1 + ε + ε2)z = u,

так как 1 + ε + ε2 = 0. Постоянство числа v проверяется
аналогично.

в) Р е ш е н и е. В силу задачи XI.160 б) мы вправе счи!
тать, что точка A совпадает с началом координат.

Если � ABC равносторонний, то точка B получается из

точки C поворотом на угол в одном из двух направле!

ний, значит, одно из чисел b или c получается из друго!
го умножением на –ε, поэтому либо b = c(–ε), либо
c = b(–ε), т. е. b + εc = 0 � bε + cε2 = 0 и а = 0, следова!
тельно, u = 0, а значит, uv = 0. Аналогично рассматрива!
ется другой случай.

Теперь пусть uv = 0. Не умаляя общности, пусть

Тогда из задачи XI.160 а) получим b = c(–ε), а зна!

чит, � ABC равносторонний.
г) Круг радиусом 3 с центром в начале координат.

Р е ш е н и е. В силу задачи XI.160 б) мы вправе предполо!
жить, что единичный круг имеет начало координат своим
центром. Следовательно, |a |  1, |b |  1, |c |  1. Тогда
|u |  1.

Обратно, если положить b = ε2a, c = εa, где |a |  1, то
a + bε + cε2 = 3a, поэтому любое комплексное число u,
|u |  3 является значением суммы (a = 1, |u | = 1) a + bε +
+ cε2 для некоторой тройки чисел |a |, |b |, |c |, модуль каж!
дого из которых не превосходит 1.

XI.161. а) –1; –i; 1 + i. б) b = 0, a — любое. Р е ш е �
н и е. По условию z1 + z2 = 2z3. В силу формул Виета
z1 + z2 + z3 = 0, поэтому z3 = 0, значит, b = 0.

= 0,
= 0.

u
a
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⎩

3
π

3
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в) a = 0, b 	 0. Р е ш е н и е. Способ 1. Так как z1 + z2 +
+ z3 = 0, то центр треугольника совпадает с началом ко!

ординат, поэтому Прямая проверка

показывает, что a = z1z2 + z2z3 + z1z3 = 0.

Способ 2. Так как z1 + z2 + z3 = 0, то из условия, что
эти числа лежат в вершинах равностороннего треуголь!
ника, следует, что они являются корнями уравнения
z3 = b1. Следовательно, они также и корни уравнения
az + b + b1 = 0, которое, тем самым, имеет по крайней
мере три различных корня. Значит, a = 0.

г) Решение. Пусть z = cosϕ + isinϕ. Тогда |p(z)|2 = 1 +
+ |a |2 + |b|2 + (a1cos2ϕ + a2sin2ϕ) + (b1cos3ϕ + b2sin3ϕ) +
+ (a–bz + –ab–z) � 1 + (a1cos2ϕ + a2sin2ϕ) + (b1cos3ϕ + b2sin3ϕ).

Осталось показать, что если a1
2 + a2

2 + b1
2 + b2

2 	 0, то най!

дётся решение системы неравенств 

для которого хотя бы одно из этих неравенств является
строгим (тогда |p(z)| > 1!). Действительно, если a1cos2ϕ0 +
+ a2sin2ϕ0 > 0, то и a1cos2(π + ϕ0) + a2sin2(π + ϕ0) > 0. 
С другой стороны, при подстановке ϕ0 и ϕ0 + π во второе
выражение получаем значения противоположных знаков.

XI.162. В следующих далее формулировках мы для
краткости будем отождествлять комплексные числа с их
изображением как точек плоскости.

а) Р е ш е н и е. По условию p(z) = z2 + az + 1, |a |  2, 
a ∈ R.

Если a = �2, тогда z1 = –1, z2 = 1 и |z1| = |z2| = 1, т. е.
корни лежат на единичной окружности.

Если |a | < 2 (oбозначим a = 2cosx), то

p(z) = z2 + 2cosxz + 1, p(z) = 0 � 

|z1| = |z2| = |cosx � isinx| = 1, 

и снова корни лежат на единичной окружности.

б) Р е ш е н и е. По условию p(z) = z2 + az + 1,

|a |  1, a ∈ C. Пусть p(z) = 0. Тогда Зна!
2

1 2
| | | |– = – 4 .z z a

3.

= cos + sin ,
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чит, |z1 – z2| = Так как |a |  1, то |a2| =

= |a|2  1 и среди точек вида a2 — прoизвольных точек
единичного круга — ближайшей к точке 4 является точ!

ка 1. Тогда (рис. 11.32).

в) Р е ш е н и е. Докажем, что равенство 

инвариантно относительно параллельного переноса на век!
тор �α(m; n). 

4(m2 – n2) + 2(m + ni) �

� (z1 + z2 + z3 + z4) + 8mni + a(z1 + z2 + z3 + z4) + 4a(m +ni) +

+ 4b = + 4(m2 – n2) + 2(m + ni)(z1 + z2 + z3 + z4) +

+ 8mni + 4a(m + ni). 
Используем условие: 4p(u + m + ni) = 4(u2 + m2 – n2 +

+ 2um + 2uni + 2mni + au + a(m + ni) + b) = 4(u2 + au + b) +
+ 4(m2 – n2) + 2(m + ni)u + 8mni + 4a(m + ni) = 4p(u) +
+4(m2 – n2) + 2(m + ni)u + 8mni + 4a(m + ni). Но z1 + z2 +
+ z3 + z4 = 4u, если z1, z2, z3, z4 — вершины квадрата с
центром u. Это вытекает из геометрического представле!

ния сложения комплексных чисел (рис. 11.33). �Ou =

= �Oz4 + �Oz2, �Ou = �Oz1 + �Oz3. Тогда 4u = z1 + z2 + z3 + z4,

и мы вправе считать, что u = 0, т. е. z1 + z2 + z3 + z4 = 0
(не умаляя общности, считаем, что вершины квадрата за!
нумерованы так, что обход квадрата совершается против
часовой стрелки). 

1
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Так как z2 = iz1, z4 = iz3, то z1
2 + z2

2 + z3
2 + z4

2 = 0,

= z1
2 + z2

2 + z3
2 + z4

2 + a(z1 + z2 + z3 + z4) + 4b =

= 4b = 4p(0) = 4p(u).
г) Р е ш е н и е. Пусть точка u, в которой достигается

наибольшее значение |p(z)|, в круге |z |  1 не лежит на
единичной окружности, в частности |p(u)| > m.

Рассмотрим квадрат, центром которого является точ!
ка u, а одна из вершин которого (z1) лежит на единичной 
окружности. В силу выбора точки u верно |p(zk)|  |p(u)|.
Из задачи XI.162 в) следует, что 

|p(u)| =

Тогда |p(zk)| = |p(u)|, т. е. |p(z1)| = |p(u)|. Но m < |p(u)| =
= |p(z1)|  m. Получили противоречие, и тем самым наше
утверждение доказано.

Замечание. В приведённом рассуждении использова!
лась вторая теорема Вейерштрасса для функций от двух
переменных (непрерывная функция двух переменных до!
стигает своих наибольшего и наименьшего значений на
замкнутых ограниченных множествах плоскости, част!
ным случаем которых является круг).

XI.163. а) 1; –1 � i. Р е ш е н и е. z3 + z2 = 2 � z3 – 1 +
+ z2 – 1 = 0 � (z – 1)(z2 + z + 1 + z + 1) = 0 �

б) 1. Р е ш е н и е. По условию z3 + z2 – 2008 = 0. По

формулам Виета а тогда z1
2 + z2

2 + z3
2 =

= (z1 + z2 + z3)2 – 2z1z2 – 2z2z3 – 2z1z3 = 1 – 2(z1z2 + z1z3 +

+ z2z3) = 1.

Р е ш е н и е. Способ 1. p(z) = c � z3 + z2 = c.

1) Уравнение имеет три вещественных корня. Рассмот!
рим функцию f(x) = x3 + x2 – c, f�(x) = 3x2 + 2x = x(3x + 2).
Из схематичного графика (рис. 11.34) видно, что все 
корни будут принадлежать отрезку [–1; 1], если

–1 + 5
2

в) 0; .⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

1 2 3

1 2 2 3 1 3

1 2 3

+ + = –1,
+ + = 0,

= 2008,

z z z
z z z z z z
z z z

⎧
⎪
⎨
⎪⎩

2

= 1, = 1,
= –1 .+ 2 + 2 = 0

z z
z iz z

⎡ ⎡
⎢ ⎢⎣⎣

� �
�

4 4 4
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| | | |( ) = ( ) ( ) ( ) .k k k
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4
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2) Уравнение имеет два вещественных корня. Это 
произойдёт, если (рис. 11.34)

По тео!

реме Вейерштрасса второй ко!
рень существует, так как
функция меняет знак и оба
корня, что характерно, по мо!
дулю меньше 1. Мнимых
корнeй в этом случае нет.

Если z = a ∈ R — корень
уравнения z3 + z2 – c = 0, то
два оставшихся корня являются корнями уравнения 
z2 + (a + 1)z + (a2 + a) = 0. (Это результат деления исход!
ного многочлена на z – a с учётом того, что с = а3 + а2.)

Эти корни являются комплексными при a < –1 или 

причём первый случай нас не интересует (поскольку
действительный корень a < –1). Так как корни этого урав!
нения комплексно сопряжены, то |z1z2| = |z1|2  1, если 

a2 + a  1, откуда Найдя множество значений

c = a3 + a2 при получаем с учётом случая

вещественных корней 

г) Р е ш е н и е. Способ 1. Докажем, что если |a | = |b | =
= |c | = 1, то |a + b + c| = |ab + bc + ac |. Действительно, |ab +
+ bc + ac |2 = (ab + bc + ac)(—ab + —bc + —ac) = ab—ab + ab—bc + ab—ac +
+ bc—ab + bc—bc + bc—ac + ca—ab + ca—bc + ca—ca = 3 + a–c + b–c + c–a +
+ b–a + c–b + a–b = |a + b + c |2.

Пусть x, y и z — корни исходного уравнения с моду!
лем 1. Тогда согласно доказанному утверждению |x + y +
+ z| = |xy + yz + zx|. Но по теореме Виета x + y + z = –1, 
а xy + yz + zx = 0. Таким образом, модули всех корней
уравнения не могут быть равны 1.
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Способ 2. Докажем это же утверждение по!другому.
Положим a = cosx + isinx, b = cosy + isiny и c = cosz +
+ isinz. Тогда |ab + bc + ca|2 = (cos(x + y) + cos(y + z) +
+ cos(z + x))2 + (sin(x + y) + sin(y + z) + sin(z + x))2 =
= 3 + 2(cos(x + y)cos(y + z) + sin(x + y)sin(y + z) +
+ cos(y + z)cos(z + x) + sin(y + z)sin(z + x) + cos(z + x) �
� cos(x + y) + sin(z + x)sin(x + y)) = 3 + 2(cos(x – z) + 
+ cos(y – z) + cos(z – y)) = 3 + 2cosxcosy + 2cosycosz +
+ 2coszcosx + 2sinxsiny + 2sinysinz + 2sinzsinx = |a + b + c|2.

Заметим, что первый способ решения проще. Приведём
ещё одно более изящное рассуждение.

Способ 1� . Поскольку |a | = |b | = |c | = 1, то |ab + bc +

+ ac | = = |–a + –b + –c | = |a + b + c | = |a + b + c |.

XI.164. в) Дуга окружности x2 + y2 = 4 при x < 1.
б) См. рисунок 11.35. Р е ш е н и е. Так как f(z) = u(z –

– a) + a, то отображение z � f(z) представляет собой 
поворот на угол argu относительно точки a с последую!
щей гомотетией с коэффициентом |u |. Тогда отображе!
ние f переводит точки верхней полуплоскости в точки
правой полуплоскости тогда и только тогда, когда u = –ti,
где t ∈ R и t > 0.

Если точка, изображающая комплексное число a, 
лежит во второй четверти, то, так как она остаётся на
месте, никакого u найти не удастся. Положив 
u = v + wi, a = b + ci, v, w, b, c ∈ R, покажем, что искомое
множество есть объединение всех полуплоскостей b � tc
при всех t � 0.

XI.165. а) Р е ш е н и е. Пусть z = (x + yi)(1 + 2i) = x –

–2y + i(y + 2x). Так как argz = то x – 2y = y + 2x � x =

= –3y и z = –(3 – i)(1 + 2i)y, y ∈ Z.

б) Не существует. Р е ш е н и е. Пусть u, v ∈ K: 

cуществуют. Так как z = a + bi, a, b ∈ Z и где u, 

v ∈ K, то a, b ∈ Q. Следовательно, |z |2 ∈ Q. Если

то Но 

Получили противоречие тому, что a, b ∈ Q. Значит, таких

u, v ∈ K: не существует.

в) Р е ш е н и е. Пусть w ∈ K. Тогда w = (x + yi)(1 +
+ 2i) = x(1 + 2i) + y(i – 2), x, y ∈ Z. Следовательно, сово!
купность всех чисел w — это множество узлов решётки,

8
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u
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полученной при гомотетии с центром в точке О и коэф!

фициентом и повороте вокруг начала координат О на
угол arctg 2 координатной решётки (рис. 11.36).

Любое гауссово число z оказывается таким образом
внутри или на сторонах какого!то квадрата со сторо!

ной вершины которого принадлежат K.
Не умаляя общности, рассмотрим гауссовы числа,

лежащие внутри или на сторонах квадрата OABC, где A,
B, C — точки, соответствующие числам 1 + 2i, –1 + 3i,
–2 + i соответственно (остальные случаи можно свести 
к этому параллельным переносом). Но для этих чисел (это
0, i, 2i, 1 + 2i, –1 + i, –1 + 2i, –1 + 3i, –2 + i) очевидно,
что расстояние от них до ближайшей из вершин квадра!
та OABC не превосходит 1.

5,

5
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ГЛАВА ХII. Элементы теории вероятностей

Эта глава носит в большей степени мировоззренческий
характер и призвана дать учащимся представление о слу�
чайных событиях и их вероятностях.

При изучении материала полезно всё время обращать�
ся к жизненному опыту учащихся. Например, спраши�
вать их: можно ли надеяться на наступление события, 
вероятность которого равна 0,01? Можно ли считать на�
дёжным механизм, работающий в течение гарантийного
срока с вероятностью 0,9? Обсуждение этих вопросов по�
может учащимся осознать, нащупать границы вероятно�
сти, начиная с которой, событие можно считать достовер�
ным с житейской точки зрения.

Важным является вопрос о том, откуда мы узнаём зна�
чения вероятностей событий. Ясно, что при бросании ку�
бика или монетки соответствующие вероятности получа�
ются из соображений симметрии. Однако как узнаются
вероятности попадания стрелком в мишень, наличия или
отсутствия урожая и т. п.? 

Здесь есть повод поговорить с учащимися о социоло�
гии, статистике, а самое главное — о том, что соответ�
ствующие вероятности никогда не узнаются точно. Соот�
ветственно и вычисления их на практике ведутся с той
или иной степенью точности. Также уместно упомянуть о
законе больших чисел, утверждающем, что при опреде�
лённых условиях частота выпадения события стремится с
увеличением числа опытов к вероятности этого события.
Это позволяет вычислять вероятности опытным путём,
последовательно производя много однотипных опытов и
исследуя частоты выпадения соответствующих событий.
Таким способом, например, случайно бросая точки и на�
ходя частоты их попадания в какую�либо фигуру, можно
приближённо найти площадь этой фигуры (метод Монте�
Карло).

К сожалению, этим вопросам в учебнике уделено не�
достаточно внимания, равно как и не затронуты вопросы,
связанные со случайными величинами. Однако, будучи
практикующими учителями, авторы понимают, что на
изучение теории вероятностей в школьном курсе не удаст�
ся выкроить столько времени, сколько нужно, чтобы 
осветить указанные темы. Поэтому они ограничились
лишь случайными событиями, на материале которых по�
пытались передать соответствующие представления о тео�
рии вероятностей.

План изучения материала главы XII приведён в таб�
лице:
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§ 71. Случайные события. 
Классическое определение вероятности

Основной целью изучения данного параграфа является
понимание события как множества, состоящего из эле�
ментарных событий.

В случае если элементарных событий (они же — воз�
можные исходы опыта) конечное количество, каждому из
них приписывается определённая вероятность, и вероят�
ность события есть сумма вероятностей составляющих его
элементарных событий.

В случае если множество элементарных событий не�
счётно, среди всех его подмножеств выделяются те, кото�
рые разумно называть событиями и приписывать им ра�
зумным образом вероятность. Можно показать, что для
несчётных множеств объявить событием любое подмноже�
ство, приписав ему разумным образом вероятность, невоз�
можно.

Полезно акцентировать внимание учащихся на том,
что классическое определение вероятности действует в
случае, если вероятности элементарных событий равны.
Однако соображения о том, откуда берётся значение веро�
ятности, не относятся к ведению теории вероятностей.
Они либо оговорены в условии задачи, либо следуют из
какой�либо симметрии (как, например, в случае монетки
или кубика).

При решении задач на классическое определение по�
лезно повторять соответствующие комбинаторные рассуж�
дения.

Как и при изучении комбинаторики, рекомендуем 
оставлять ответы, содержащие выражения, имеющие ком�
бинаторный смысл (числа сочетаний, размещений, пере�
становок и т. п.). Это поможет по ответу увидеть ход рас�
суждений ученика.

На задачи к данному параграфу приходится более тре�
ти всех задач главы, что связано с требованиями стандар�
та, в котором владение классическим определением тре�

Глава XII. Элементы теории вероятностей 14 18 

Случайные события. Классическое определение
вероятности

4 4 

Условная вероятность. Формула полной вероят�
ности. Формула Байеса

4 8

Геометрическая вероятность 4 4

Контрольная работа №9 2 2
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буется на уровне навыка. Кроме задач к данному параг�
рафу, по классическому определению можно решать так�
же задачи XII.31, XII.32, XII.39 в).

Решения и указания к задачам
XII.2. а) Нет. б) Да.
XII.3. а) Нет. б) Да.
XII.6. а) Да. б) Нет. в) Нет. г) Нет.

XII.7. в) Поскольку А � В, то А � В = А. Сформулиро�
вать словами событие В \ А — это, скорее, задача по рус�
скому языку. Например, формулировка может быть та�
кой: «Работают один, два или четыре станка».

XII.8. Событие «партия закончилась вничью».
XII.9. а) Вероятность выпадения всех граней, кроме 6,

равна грани 6 равна б) в) 

XII.10. а) Указание. По условию вероятность выпаде�

ния числа k равна где а — коэффициент пропорцио�

нальности. Поскольку сумма вероятностей элементарных

событий равна 1, то откуда

Отсюда соответствующие вероятности восстанавли�

ваются однозначно. б) в) 

XII.11. а) Р е ш е н и е. Число способов разбить 18

команд на 2 группы равно C9
18 (нужно выбрать 9 команд

для одной группы, оставшиеся 9 образуют вторую груп�
пу). Возьмём две данные команды и определим их в одну
группу (это можно сделать 2 способами). Теперь в эту
группу доберём ещё 7 команд (это можно сделать C7

16 спо�
собами). Таким образом, число разбиений, где две данные
команды находятся в одной группе, равно 2 � C7

16. Иско�

мая вероятность равна 

б) Р е ш е н и е. Найдём количество разбиений, где

три заданные команды попадут в одну группу. Аналогич�
но задаче XII.11 а) это количество равно 2C6

15. Значит, ко�
личество разбиений, при которых команды не попадут в
одну группу, равно C9

18 – 2C6
15. Искомая вероятность равна

6 69
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18 18
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XII.12. Р е ш е н и е. По легенде, ландскнехт рассуждал
так: число 11 можно получить как 3 + 4 + 4, или 3 + 3 +
+ 5, или 2 + 4 + 5, или 2 + 3 + 6, или 1 + 5 + 5, или 
1 + 4 + 6 (слагаемые расположены в порядке возрастания,
чтобы быть уверенным в полноте перебора и не повторить
варианты), т. е. шестью способами.

Число 12 можно получить как 4 + 4 + 4, или 3 + 4 +
+ 5, или 3 + 3 + 6, или 2 + 4 + 6, или 2 + 5 + 5, или 
1 + 5 + 6, т. е. тоже шестью способами.

Таким образом, вероятности должны быть равны.
Однако Галилей показал, что суммы, в которых все

слагаемые различны, встречаются с вероятностью сум�

мы, где два слагаемых одинаковы, встречаются с вероят�

ностью сумма из одинаковых слагаемых встретится 

с вероятностью Таким образом, вероятность получить

11 равна а вероятность получить 12 равна 

Здесь 63 — количество возможных выпадений троек
кубиков (с учётом порядка), 3! — количество способов по�
лучить данную комбинацию трёх различных слагаемых
(равно количеству перестановок этих слагаемых) с учётом
их порядка и т. д.

XII.13. Вероятность первого события больше. Р е ш е �
н и е. Рассмотрим вероятность того, что ни на одном из че�
тырёх кубиков не выпадет 6 очков. Общее количество
комбинаций на четырёх кубиках равно 64, а количество
комбинаций без шестёрок равно 54. Таким образом, веро�
ятность того, что при одном бросании 4 кубиков не выпа�

дет шестёрка, равна По свойству 3 из п. 4 § 71 учеб�

ника вероятность противоположного события (т. е. того,

что выпадет хотя бы одна шестёрка) равна 

Количество исходов при 24 бросаниях двух костей рав�
но 3624. При каждом бросании количество исходов, где
нет двух шестёрок, равно 35. Поэтому вероятность того,

что ни разу не выпадет две шестёрки, равна Соот�

ветственно вероятность противоположного события равна

Остаётся сравнить числа т. е. сравнить
4 24

4 24
5 35

6 36
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числа и , соотношение между которыми такое же,

как между 

Согласно неравенству Бернулли1

Поскольку сравниваемые числа, очевидно, не

равны, получаем, что а значит, вероятность полу�

чить одну шестёрку на четырёх кубиках больше, чем по�
лучить один раз две шестёрки при 24 бросаниях двух ку�
биков.

XII.14. 

XII.15. а) Р е ш е н и е. Число способов вынуть из

колоды три карты (без учёта их порядка) равно C3
36. Что�

бы среди этих трёх карт был ровно один туз, нужно взять
одного из четырёх тузов (это можно сделать 4 способами)
и выбрать из 32 карт, не являющихся тузами, оставшие�
ся 2 карты (это можно сделать C2

32 способами). Таким об�
разом, вероятность того, что среди трёх карт ровно один

туз, равна б) в) 

Замечание. Отметим, что, если считать комбинации с
учётом порядка вынутых карт, вероятности не изменятся.

в) Указание. В случае если вынутая карта возвращает�
ся, общее количество исходов (с учётом порядка вытащен�
ных карт) будет равно 363, количество исходов с одним
тузом будет равно 3 � 4 � 322, количество исходов с двумя
тузами будет равно 3 � 42 � 32, количество исходов с тре�
мя тузами будет равно 43. Отсюда несложно получить ис�
комые вероятности.

XII.16. а) Указание. На каждой из шести граней

большого куба расположены 64 окрашенные грани малых
кубиков, у которых эта окрашенная грань единственная.

б) Указание. На каждом из 12 рёбер большого куба

расположены по 8 кубиков с двумя окрашенными граня�

ми. в) 
8
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XII.17. (если колода состоит из 36 карт).

XII.18. а) б) 

= 0,25,
x

4 ( + 7) ( + 6) ( + 5) 4
( + 8) ( + 7) ( + 6) ( + 5) + 8

=
x x x

x x x x x
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XII.19. Замечание. Если среди 18 карт имеется

ровно 9 карт чёрной масти, то остальные будут красной
масти.

XII.20. а) б)

XII.21. а) 0,3. Р е ш е н и е. Троек отрезков, из которых
можно составить треугольник, всего три: 2, 3, 4; 2, 4, 5;
3, 4, 5. Всего троек отрезков C3

5 = 10, откуда искомая ве�
роятность равна 0,3.
 б) 0,8.  Р е ш е н и е.  Выбрать   четыре  отрезка  из  пя-
ти — всё  равно,  что  выбрать  один  оставшийся,  всего 
таких способов C1

5 = C4
5 = 5. Заметим, что из четырёх от-

резков 1, 2, 3, 5 невозможно выбрать три, из которых 
можно составить треугольник. Значит, искомая вероят-
ность равна 0,8.

XII.22. а) Р е ш е н и е. Способ 1. На конце числа

должна стоять одна из четырёх чётных цифр. Поэтому ис�
ходов, благоприятствующих событию, будет 4 � 8 � 7 � 6.
Всего исходов 9 � 8 � 7 � 6. Следовательно, искомая вероят�

ность равна

Способ 2. Результаты появления каждой цифры на
конце равновероятны. Поэтому пространством элементар�
ных событий можно считать события вида «на конце чис�
ла цифра 1», «на конце числа цифра 2» и т. д. Таких со�
бытий 9, благоприятствующих исследуемому событию 4.

б) Указание. Воспользоваться способом 2 решения

задачи XII.22 а).

в) Указание. Воспользоваться способом 2 решения

задачи XII.22 а).
XII.23. а) 8. Р е ш е н и е. Пусть в наборе х карточек с

цифрой 9. Вероятность получить чётное число равна

(можно было использовать

такое же рассуждение, как и в решении задачи XII.22 а).

Решив уравнение 
4

получим х = 8.
+ 8



б) Нет. Р е ш е н и е. Вероятность получить нечётное

число равна Решив уравнение получим от�

рицательное нецелое число. Это можно было заметить сра�
зу, так как при добавлении к числителю и знаменателю
правильной дроби одного и того же положительного чис�
ла дробь увеличивается. Поэтому при положительных х

выполнено 

XII.24. Р е ш е н и е.

Искомая вероятность равна

Преобразуем выражение

и заметим, что каждая из дробей меньше, чем Поэто�

му искомая вероятность меньше Заметим, что

1010 = (9 + 1)10 > 910 + 10 � 99 > 2 � 910, поэтому 

Таким образом, полученная вероятность меньше 0,5.
XII.26. а) Указание. Пространство элементарных собы�

тий состоит из упорядоченных пар элементов. Таких пар
будет 9, из которых 3 будут соответствовать ничейному

исходу. б) в) Указание. Кроме непосредственного вы�

числения, здесь возможно рассуждение о том, что по 
условиям игры оба игрока равноправны, значит, вероят�
ности их выигрыша равны. А сумма вероятностей выиг�
рыша обоих игроков составляет вероятность того, что иг�
ра не закончилась ничьей.

XII.27. а) б) в) г) д) 

е) + ж) з) +

XII.28. а) 15. Р е ш е н и е. Пусть ученик выучил а < 16
вопросов. Вероятность успешного ответа на оба поставлен�

ных вопроса равна Решив неравенство

с учётом того, что а < 16, получим а = 15.
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б) 6 или 10. Р е ш е н и е. Число способов для ученика
выбрать пару вопросов, один из которых он знает, а дру�
гой не знает, равно а(16 – а). Поэтому решение зада�

чи сводится к решению уравнения откуда 

а = 6 или а = 10.
в) а ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. Р е ш е н и е. Вероятность от�

ветить на один случайно выбранный вопрос равна 

Выбрать три вопроса, которые ему известны, ученик мо�
жет C3

a способами. Выбрать три вопроса, из которых ему
известны ответы только на два, ученик может C2

a � C1
16 – a

способами. Таким образом, вероятность того, что ученик
ответит хотя бы на два из трёх случайных вопросов, 

равна Решив неравенство

получаем а ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.

г) Р е ш е н и е. Количество способов разбить 16 во�

просов на 8 билетов по 2 вопроса равно C2
16 � C2

14 � … � C2
4 =

= 8! � 3 � 5 � 7 � 9 � 11 � 13 � 15.
Сосчитаем число способов разбить 16 вопросов на 8 би�

летов так, чтобы в каждом билете оказался вопрос, кото�
рый ученик знает. Разложим вначале 8 вопросов из чис�
ла тех, которые ученик знает, по 8 билетам. Это можно
сделать A8

10 способами. Затем 8 вопросов (среди которых
есть 2, известных ученику) разложим по билетам, что
можно сделать 8! способами. При этом каждый из тех
двух билетов, в которых ученику известны ответы на оба
вопроса, посчитан дважды. Поэтому полученный резуль�
тат надо разделить на 4. Итак, искомое число способов

равно а искомая вероятность равна 

: (8! � 3 � 5 � 7 � 9 � 11 � 13 � 15) =

XII.29. а) Р е ш е н и е. Общее количество исхо�

дов — это количество упорядоченных четвёрок чисел от 1
до n, т. е. n(n – 1)(n – 2)(n – 3).

Количество исходов, благоприятствующих событию, —
это количество упорядоченных четвёрок, в которых на
первом или третьем месте стоит число 1, а на втором или
четвёртом месте стоит число 2.
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Рассмотрим всевозможные неупорядоченные четвёрки
чисел от 1 до n, содержащие 1 и 2. Таких четвёрок будет
С2

n – 2 (для того, чтобы получить четвёрку, надо добавить
в неё два числа из оставшихся n – 2). В каждой такой чет�
вёрке сосчитаем количество таких её перестановок, при
которых число 1 стоит на нечётной позиции, а число 2 —
на чётной. Для 1 можно выбрать одну из двух позиций,
для 2 — тоже одну из двух позиций, и оставшиеся два
числа двумя способами разместить на оставшихся пози�
циях. Таким образом, одной неупорядоченной четвёрке
соответствует восемь упорядоченных подходящих нам 
четвёрок. Итак, количество исходов, благоприятствую�
щих событию, равно 8С2

n – 2. Искомая вероятность равна

б) Р е ш е н и е. Рассмотрим неупорядоченную четвёр�

ку различных чисел от 1 до n. Её можно упорядочить
нужным образом, поставив два меньших числа на нечёт�
ные позиции (двумя способами), а два больших числа на
чётные позиции (тоже двумя способами). Таким образом,
среди всех упорядоченных четвёрок, полученных из дан�
ной перестановками (а их будет 4! = 24), только четыре
будут упорядочены нужным образом. Поскольку это верно
для любой неупорядоченной четвёрки, то доля «подходя�

щих» упорядоченных четвёрок составляет всех упорядо�

ченных четвёрок. Значит, искомая вероятность равна 

в) 796. Р е ш е н и е. Очевидно, что упорядоченных четвё�
рок, в которых сумма чисел, выбранных первым игроком,
меньше суммы чисел, выбранных вторым, будет столько
же, сколько таких, в которых сумма чисел, выбранных
первым, больше суммы чисел, выбранных вторым (пере�
становка пар чисел между чётными и нечётными местами
устанавливает взаимно однозначное соответствие).

Кроме упомянутых четвёрок, остаются ещё те, в кото�
рых суммы чисел, выбранных игроками, равны. Их коли�
чество можно посчитать непосредственно. Для этого нуж�
но взять возможные числа, представимые в виде суммы
двух различных слагаемых двумя способами (например, 
5 = 1 + 4 = 2 + 3). Полученную четвёрку {1, 2, 3, 4} мож�
но упорядочить нужным образом четырьмя способами: 
(1, 2, 4, 3); (1, 3, 4, 2); (4, 2, 1, 3); (4, 3, 1, 2). Таким
образом, зная количество пар представлений данного чис�
ла в виде суммы различных слагаемых, мы умножением
на 4 узнаем количество соответствующих четвёрок.
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Заполним таблицу:

Итак, всего пар представлений чисел в виде суммы
двух различных слагаемых 22, значит, соответствующих
упорядоченных четвёрок будет 88.

Всего упорядоченных четвёрок 8 � 7 � 6 � 5 = 1680. Зна�
чит, четвёрок, в которых суммы чисел, набранных первым
и вторым игроками, не равны, будет 1680 – 88 = 1592.
Тогда четвёрок, в которых сумма чисел первого игрока 
будет меньше суммы чисел второго, будет 1592 : 2 = 796.

г) Р е ш е н и е. Фактически требуется определить, ка�

кова среди упорядоченных пар различных натуральных
чисел, меньших n, доля тех, сумма квадратов которых
меньше n2.

Поставим в соответствие
каждой упорядоченной паре на�
туральных чисел точку с соот�
ветствующими координатами.
Тогда тот факт, что сумма квад�
ратов чисел в паре меньше n2,
означает, что соответствующие
точки лежат внутри четверти
круга радиуса n.

Обратимся к рисунку 12.1.
Поставим в соответствие каждой
из таких целочисленных точек
единичный квадрат, правым
верхним углом которого она 

4
.

π

Значение 
суммы

Различные представления
этой суммы

Число пар

5 1 + 4 = 2 + 3 1 

6 1 + 5 = 2 + 4 1 

7 1 + 6 = 2 + 5 = 3 + 4 3 

8 1 + 7 = 2 + 6 = 3 + 5 3 

9 1 + 8 = 2 + 7 = 3 + 6 = 4 + 5 6 = C2
4

10 2 + 8 = 3 + 7 = 4 + 6 3 

11 3 + 8 = 4 + 7 = 5 + 6 3 

12 4 + 8 = 5 + 7 1

13 5 + 8 = 6 + 7 1 
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является. Тогда количество точек внутри круга численно
равно площади ступенчатой фигуры с вершиной в начале
координат. Ясно, что площадь этой фигуры меньше пло�
щади четверти круга.

Поставим теперь в соответствие каждой из точек, ле�
жащих внутри круга, единичный квадрат, левой нижней
вершиной которого она является. Объединение этих квад�
ратов даёт ступенчатую фигуру, равную первой, но сдви�
нутую на 1 влево и на 1 вверх. Если теперь к этой фигу�
ре добавить 2n – 1 квадрат (по n примыкающих к каж�
дой оси, начиная с квадрата, имеющего вершину в начале
координат), то полученная фигура будет содержать чет�
верть круга радиуса n.

Если обозначить за q(n) количество точек с натураль�
ными координатами, лежащих внутри круга радиуса n,
приведённые геометрические рассуждения дают возмож�
ность написать неравенство:

откуда

Поскольку нас интересуют только точки, координаты
которых различны, нужно вычесть количество точек, ле�

жащих на прямой у = х, которых внутри круга будет 

В соответствии с изложенным искомая вероятность

Используем неравенство (*): 

.

При стремлении n к бесконечности крайние части не�

равенства стремятся к , поэтому и 

§ 72. Условная вероятность. Независимые события
Особое внимание при изучении параграфа следует 

уделить мотиву появления определения условной вероят�
ности как обычной вероятности, но на суженном простран�
стве элементарных событий. При такой трактовке форму�
ла условной вероятности становится естественной.

Обратим внимание, что чаще используется не опреде�
ление условной вероятности формула (1), а следствие из
него формула (2).

Центральным понятием параграфа является понятие
независимых событий. Важно понимать, что независи�
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мость событий не означает отсутствия взаимосвязи между
ними. Обратим внимание на то, что формулировка опре�
деления «событие А не зависит от события В», необходи�
мость в которой возникает из�за того, что формула услов�
ной вероятности Р(А|B) не сохраняется при перестановке
местами А и В, диктует необходимость доказательства
корректности (утверждение на с. 287 учебника), позволя�
ющего заменить эту формулировку «равноправной» отно�
сительно событий А и В (т. е. не меняющейся при пере�
становке событий местами).

При изучении независимых событий обязательно сле�
дует рассмотреть задачу XII.41, либо задав её учащимся
на дом, либо решив в классе. Результат задачи показыва�
ет, что попарно независимые события могут не являться
независимыми в совокупности.

Важно понимать, что обычно в практической жизни
сведения о независимости событий берутся из каких�либо
житейских представлений, а не являются следствием ка�
ких�либо вычислений условных вероятностей.

Важнейшим применением понятия независимых собы�
тий является схема Бернулли. Она является предтечей
как нормального распределения, так и распределения 
Пуассона.

Весьма трудно отделить «чистое» использование услов�
ной вероятности от простейших случаев формулы полной
вероятности. Поэтому часть задач несёт пропедевтическую
нагрузку (например, задачи XII.31, XII.32, XII.36, 
XII.42 в), XII.44 б) и т. д.).

Решения и указания к задачам

XII.31. б) Пусть событие А — «первым вынут бе�

лый шарик», событие В — «вторым вынут белый шарик».
Тогда интересующее нас событие «вынуты разноцвет�

ные шарики» записывается как (A � B
–

) � (A
–

� B). 
Поскольку объединяемые события несовместны, то 
p((A � B

–
) � (A

–
� B)) = p(A � B

–
) + p(A

–
� B) = p(B

–
| A)p(A) +

+ p(B | A
–

)p(A
–

).

Легко видеть, что 

Отсюда получаем, что искомая ве�

роятность равна 

Если решать эти задачи, пользуясь классическим 
определением вероятности, станет понятно, что ответы 
в задачах XII.31 а) и б) одинаковы (числитель и знамена�

40
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тель дроби из первой задачи в два раза больше числите�
ля и знаменателя дроби из второй задачи).

XII.32. Р е ш е н и е. Пусть событие А — «первый выну�
тый шар — чёрный», событие В — «второй вынутый шар —
чёрный». Нас интересует p(A � B) = p(B | A) p(A). Осталось

заметить, что и откуда искомая ве�

роятность равна 

Замечание. События В и А в условиях данной задачи
оказались независимыми, что очевидно и без всякого вы�
числения вероятностей. В самом деле, вероятность выта�
щить чёрный шар не зависит от того, что на какой�то из
шаров из ящика перед этим кто�то посмотрел.

XII.33. 0,3. Указание. Воспользоваться формулой (2)
со с. 286 учебника. 

XII.35. Указание. Переписать формулу (4) теоремы со 
с. 282 учебника в виде p(A � B) = р(А) + р(В) – p(A � B) �
� р(А) + р(В) – 1. Дальнейшее очевидно.

XII.36. Указание. Решение аналогично примеру 7

из §72 учебника.

XII.37. а) 

б) Решение. Пусть событие В — «в четвёртый раз

извлечён чёрный шар». Пусть событие Аk — «в k�й раз из�
влечён белый шар» (k = 1; 2; 3). Нужная нам вероятность
по условию задачи — это р(В � A3) = р(В | A3) р(A3) (пос�
кольку событие В без А3 наступить не сможет, то 
р(В) = р(В � A3)). Ясно, что если четвёртый раз вынут чёр�
ный шар, то три предыдущие раза вынимались белые ша�
ры. Поэтому в ящике после трёх раз имеется 7 белых и 1

чёрный шар. Поэтому р(В | A3) =

Найдём р(A3). Так как третье извлечение могло состо�
яться только при условии, что первые два раза извлекли
белые шары, получаем: р(A3) = р(A3 � A2) = р(A3 | A2)р(A2).

Ясно, что р(A3 | A2) =

Аналогично р(A2) = р(A2 � A1) = р(A2 | A1)р(A1). При

этом р(A2 | A1) = а р(A1) = Окончательно получаем

р(B) =
5
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Замечание. Обратим внимание, что эту задачу трудно
решать с помощью классического определения. Имеющи�
еся исходы не равновероятны (не говоря уже о том, что
их бесконечное количество, так как последовательность
вытащенных первыми белых шаров может быть сколь
угодно длинной).

XII.38. Р е ш е н и е. Интересующее нас событие яв�

ляется объединением следующих несовместных событий:
а1 — первый стрелок попал сразу, р(а1) = 0,3;
а2 — первый стрелок промахнулся, второй промахнул�

ся, затем первый стрелок попал. Эти события независи�
мы, поэтому р(а2) = 0,7 � 0,6 � 0,3;

а3 — первый стрелок промахнулся, второй промахнулся,
первый промахнулся, второй промахнулся, затем первый
попал, р(а3) = 0,7 � 0,6 � 0,7 � 0,6 � 0,3 = (0,7 � 0,6)2 � 0,3;

…
аk — стрелки промахивались до тех пор, пока первый

своим k�м выстрелом не попал, p(ak) = (0,7 � 0,6)k – 1 � 0,3;
…
Поэтому искомая вероятность р = 0,3 + 0,7 � 0,6 � 0,3 +

+ (0,7 � 0,6)2 � 0,3 + … + (0,7 � 0,6)k – 1 � 0,3 + … =

XII.39. а) Указание. Это вероятность того, что А вы�

играл во второй партии. б) Указание. Вновь это веро�

ятность выигрыша игроком А второй партии.

в) Р е ш е н и е. Оба игрока могут либо не выиграть

ни одной партии, вероятность чего равна (резуль�

таты разных партий независимы), либо игрок А выигра�
ет первую партию, а игрок В — вторую, либо В выигра�
ет первую партию, а А — вторую. В двух последних 

случаях вероятности одинаковы и равны Поэтому ис�

комая вероятность равна 

Замечание. Можно было решить эту задачу непосред�
ственным подсчётом по классическому определению веро�
ятности в пространстве элементарных исходов двух пар�
тий, т. е. множества пар, каждый элемент которых тоже
пара.

XII.41. а) p(A) = p(B) = p(C) =
1
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б) Да. Р е ш е н и е. Например, если произошло собы�
тие В, т. е. вынут шар с чёрным цветом, то вероятность

вынуть шар с красным цветом равна , поскольку из ша�

ров с чёрным цветом, которых имеется 2, только на од�
ном есть белый. Значит, р(A | B) = p(A).

в) Нет. Р е ш е н и е. р(А | B � C) = 1. г) Нет. д) Нет.
XII.42. Указание. В условиях задачи любые два встре�

ченных автомобильных номера будут независимыми.

а) 

б) Р е ш е н и е. Событие является объединением че�

тырёх несовместных событий A, B, C и D: событие A —
«все три номера кратны трём (вероятность этого события

равна )»; событие B — «первый номер не кратен трём,

остальные два кратны трём (вероятность этого события

равна )»; события С и D — «не кратный трём

номер встретился вторым» и «не кратный трём номер
встретился третьим». Вероятность каждого из таких собы�

тий также равна Таким образом, искомая вероятность

равна 

Замечание. Эту задачу можно считать пропедевтиче�
ской для изучения схемы Бернулли. Желательно, чтобы
дети решили её сами.

Р е ш е н и е. Рассмотрим два номера. 

Вероятность того, что они состоят из одинаковых цифр,
зависит от того, есть ли в их составе одинаковые цифры,
и не зависит от положения цифр в номере.

Если первый номер (таких номеров может быть 10)
состоит из одной цифры, повторенной трижды (напри�
мер, 111), то вероятность того, что второй номер с ним

совпадёт, равна (среди 1000 номеров есть только один

из тех же цифр).
Если первый номер состоит из дважды повторенной од�

ной цифры и другой цифры (таких номеров будет 270), то
вероятность того, что второй номер будет состоять из тех

же цифр, будет равна 
3
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Если первый номер состоит из трёх различных цифр
(таких номеров будет 720), то вероятность того, что 
второй номер будет состоять из тех же цифр, будет 

равна 

Таким образом, вероятность встретить два номера с 

одними и теми же цифрами равна 

Будем считать, что вопрос задачи подразумевает, что
третий номер должен состоять из других цифр. Тогда ис�

комая вероятность считается как 

(множитель 3

появился за счёт того, что отличающийся номер может
быть на одной из трёх позиций).

XII.43. 21. Указание. Задача сводится к нахождению
наименьшего целого решения неравенства 1 – (0,8)х � 0,99,
откуда x � log0,80,01. Наименьшим целым решением тако�
го неравенства является число 21.

XII.44. Указание. По ответам ясна схема решения.

а) 0,73 � 0,92. б) 3 � 0,72 � 0,3 � 0,92 + 2 � 0,73 � 0,9 � 0,1.
в) 3 � 0,32 � 0,7 � 0,92 + 0,73 � 0,12. г) Указание. Ответ полу�
чается вычитанием из 1 суммы ответов предыдущих
пунктов.

XII.45. а) Вероятность выигрыша первого игрока рав�

на а вероятность выигрыша второго игрока равна 

Р е ш е н и е. Решение аналогично решению задачи XII.38

со значениями вероятностей 

Кроме подсчёта сумм геометрических прогрессий, мо�
жет быть применено следующее рассуждение. Пусть веро�
ятность выигрыша первого игрока равна р, а вероятность
выигрыша второго игрока равна q.

Первый игрок с вероятностью выигрывает сразу,

если выпадет герб, а с вероятностью он передаёт ход

второму, который становится первым в оставшейся игре,
т. е. второй выигрывает с вероятностью р при условии,

что первый не выиграл сразу. Тогда (*).
1
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Если же второй не выиграл сразу же (а это произой�

дёт с вероятностью ), то в оставшейся игре вероятность

выигрыша первого снова равна р. Таким образом, имеем

уравнение откуда находим р, а затем из равен�

ства (*) находим q.
Замечание. Интересно, что сумма полученных вероят�

ностей равна 1, т. е. с вероятностью 1 игра рано или позд�
но закончится. Действительно, вероятность бесконечной
последовательности решек равна нулю (это интуитивно
очевидно, но может быть доказано непосредственно).

б) Указание. Воспользоваться решением зада�

чи XII.45 а).
XII.46. 2,88. Р е ш е н и е. Пусть событие А — «ученик

не сдал ЕГЭ по математике», событие В — «ученик не
сдал ЕГЭ по русскому языку». Чтобы события А и В бы�
ли независимыми, необходимо и достаточно выполнения
равенства р(А � В) = р(А) � р(В). В нашем случае, очевид�
но, вероятности равны соответствующим долям, поэтому

события будут независимыми, только если 

откуда а = 2,88.
XII.48. 3.
XII.49. а) 0,36332. 
б) 0,21476. Если первый попал 1 раз, то второй дол�

жен попасть 0 раз, вероятность совместного наступления
этих двух событий равна 3 � 0,32 � 0,7 � 0,23.

Если первый попал 2 раза, то второй может попасть 0
или 1 раз. Вероятность совместного наступления этих со�
бытий равна 3 � 0,72 � 0,3 � (0,23 + 3 � 0,22 � 0,8).

Если первый попал 3 раза, то второй должен не по�
пасть 3 раза. Вероятность совместного наступления этих
событий равна 0,73 � (1 – 0,83).

Искомая вероятность равна сумме найденных вероят�
ностей.

XII.50. а) 0,992. Р е ш е н и е. Стрелок должен не по�
пасть все три раза в девятку, т. е. искомая вероятность
равна 1 – 0,23 = 0,992.

б) 11. Р е ш е н и е. Вероятность при n выстрелах попа�
дать всё время в десятку равна 0,8n. Вероятность попасть
в девятку хотя бы один раз равна 1 – 0,8n. Нужно найти
наименьшее решение неравенства 1 – 0,8n � 0,9, откуда 
n � log0,80,1. Следовательно, n = 11. Указание. Можно
воспользоваться результатом задачи XII.43, поделив его
пополам.
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§ 73. Формула полной вероятности
Основным содержанием параграфа являются примеры

применения формулы полной вероятности, а также фор�
мулы Байеса.

Следует подчеркнуть, что формула полной вероятности
оценивает вероятность событий до того, как они произо�
шли, если они могут произойти по нескольким причинам,
а формула Байеса даёт вероятность того, что событие про�
изошло в силу определённой причины. При этом форму�
ла полной вероятности является естественной, она интуи�
тивно ощущается учениками. Из опыта работы авторов
известно, что ученики совершенно спокойно решают зада�
чи из предыдущего параграфа, сводящиеся фактически к
применению формулы полной вероятности с небольшим
количеством причин (например, XII.31, XII.32, XII.36,
XII.42 в), XII.44 б). Новым является лишь применение
метода составления рекуррентных соотношений (пример
15 из § 73 учебника), который может быть обобщён на со�
ставление систем дифференциальных уравнений.

Отметим, что материал данного параграфа не входит в
содержание стандарта профильного уровня, однако суще�
ственно расширяет круг методов, становящихся доступ�
ными при решении задач по теории вероятностей.

Кроме того, обращаем внимание на появление нового
способа решения задач с помощью дерева исходов (задачи
XII.51, XII.56 а), XII.57 а), б)).

Решения и указания к задачам
XII.51. 5 : 11. Р е ш е н и е. Способ 1. Будем исходить

из предположения, что ставка делится пропорционально
вероятности выигрыша в том положении, когда игра бы�
ла прервана. Пусть р — вероятность выиграть для второ�
го игрока (для данной ситуации в игре).

Если второй игрок проиграл, то в полученной позиции
и тому и другому осталось до выигрыша две партии. Иг�
роки равносильны, поэтому вероятность выигрыша в этой

позиции у каждого из них равна 

Если же второй игрок выиграл, то он выиграет во всех
случаях, кроме того, как первый выиграет три раза под�

ряд, вероятность чего равна Таким образом, вероят�

ность выигрыша второго игрока в этой позиции равна 

По формуле полной вероятности получаем 

Тогда вероятность выигрыша для первого 
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игрока равна Таким образом, ставку следует разделить

в отношении 5 : 11.
Способ 2. Тот же самый результат можно получить,

построив дерево исходов (рис. 12.2). На нём точки изоб�
ражают позиции в игре, а рёбра — переходы от одной по�
зиции к другой. Позиция обозначается количествами пар�
тий, которые нужно выиграть каждому из игроков для
выигрыша всей игры. Стрелки, идущие влево, означают
выигрыш первого игрока, а идущие вправо — выигрыш
второго игрока. На данном рисунке все вероятности пере�

ходов равны (их можно записывать на рёбрах дерева,

мы этого делать не будем, чтобы не загружать рисунок).
Чтобы узнать вероятность того или иного пути, надо 
умножить вероятности рёбер, составляющих этот путь.

Например, вероятность пути из А в В равна 

Позиции, в которых выиграл первый игрок, — это по�
зиции, у которых на первом месте стоит 0. Среди них есть

одна позиция I1, достигаемая с вероятностью , и три по�

зиции I2, I3, I4, достигаемые с вероятностью каждая.

Складывая указанные вероятности, получаем вероятность

достижения выигрыша первым игроком, равную 

Замечание. Метод построения дерева исходов можно
применить также в решении задач XII.56 а) и XII.57 а), б).

XII.52. Р е ш е н и е. Пусть кости извлекаются по�

следовательно. Возможны две ситуации для вытащенной
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первой кости — вытащен дубль (таких костей в наборе 7),
к которому можно приставить 6 костей домино, или вы�
тащен не дубль, к которому можно приставить 12 костей
домино. По формуле полной вероятности имеем

XII.53. 

XII.54. 0,5. 

XII.55. Р е ш е н и е. Пусть А— событие, состоящее 

в том, что из правого кармана извлекли монету первого
вида.

Возможны 6 гипотез.
Гипотеза В1 — вытащены 5 монет первого вида. Веро�

ятность этого равна тогда p = (A | B1) =

Гипотеза В2 — вытащены 4 монеты первого вида и 

1 монета второго вида. Вероятность этого равна 

тогда p = (A | B2) =

Гипотеза В3 — вытащены 3 монеты первого вида и 

2 монеты второго вида. Вероятность этого равна 

тогда p = (A | B3) =

Гипотеза В4 — вытащены 2 монеты первого вида и 

3 монеты второго вида. Вероятность этого равна 

тогда p = (A | B4) =

Гипотеза В5 — вытащены 1 монета первого вида и 

4 монеты второго вида. Вероятность этого равна 

тогда p = (A | B5) =

Гипотеза В6 — вытащены 5 монет второго вида. Веро�

ятность этого равна тогда p = (A | B6) =

По формуле полной вероятности получаем 
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XII.56. а) Р е ш е н и е. Обозна�

чим искомую вероятность через р
(рис. 12.3). Пусть q — вероятность по�
бывать в вершине С не более чем за 
3 хода, выйдя из вершины, соседней
с вершиной А (из соображений пово�
ротной симметрии куба относительно
диагонали АС1 ясно, что для всех вер�
шин, соседних с А, эта вероятность
будет одна и та же).

По формуле полной вероятности 

Заметим, что за следующий ход с вероятностью 

муха попадёт в вершину, соседнюю с вершиной С1, а с ве�

роятностью вернётся обратно в вершину А. Таким обра�

зом, за два хода из вершины А в вершину С1 добраться
невозможно.

Пусть r — вероятность за не более чем два хода побы�
вать в вершине С1, выйдя из соседней вершины. Из упо�
мянутых соображений симметрии эта вероятность одина�

кова для всех вершин, соседних с С1. Поэтому 

Заметим, что с вероятностью из соседней с С1 вер�

шины муха попадёт в вершину С1, а с вероятностью 

уйдёт в другую вершину, откуда за 1 ход уже не сможет

попасть в С1. Таким образом, откуда 

Замечание. Тот же результат можно было получить,
построив дерево исходов и учитывая то, что до верши�
ны С1 можно добраться за нечётное число ходов, не мень�
шее 3. Действительно, если взять систему координат с 
началом в точке А, оси которой идут по рёбрам куба, то
координаты точки С1 будут (1; 1; 1). За один ход одна из
координат меняется на 1, поэтому количество ходов будет
нечётно и не меньше 3. Трёхзвенных путей в С1 из А 

существует 6, вероятность каждого пути равна 

б) Р е ш е н и е. Будем действовать таким же обра�

зом, как и в предыдущем пункте. Будем искать вероят�
ность того, что муха прилипнет за первые 10 ходов. По�
скольку из вершины А до вершины С1 можно добраться
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за нечётное число ходов, то, если муха не прилипла за 
9 ходов, она не прилипнет и за 10. Поэтому достаточно
найти вероятность того, что муха прилипнет за первые не
более чем 9 ходов.

Обозначим за р9 вероятность того, что муха прилипнет
за 9 ходов, отправляясь из точки А. Пусть q8 — вероят�
ность того, что муха прилипнет не более чем за 8 ходов,
отправляясь из точки, соседней с А. Тогда, аналогично за�
даче XII.56 а), получим р9 = q8. Пусть r7 — вероятность
прилипнуть за не более чем 7 ходов, отправляясь из точ�
ки, соседней с С1.

Будем далее обозначать рk — вероятность прилипнуть
за не более чем k ходов, отправляясь из точки А, qk — ве�
роятность прилипнуть за не более чем k ходов, отправля�
ясь из точки, соседней с А, наконец, rk — вероятность
прилипнуть за не более чем k ходов, отправляясь из точ�
ки, соседней с С1.

Тогда можем записать равенства: рk = qk – 1 (1), 

(2) (из вершины, соседней с А, c вероятностью 

муха попадёт в вершину, соседнюю с С1, а с вероятностью

вернётся в вершину А), (3) (из вершины,

соседней с С1, c вероятностью муха попадёт в вершину,

соседнюю с А, а с вероятностью придёт в вершину С1,

где и прилипнет).
Осталось только применить равенства (1), (2) и (3),

уменьшив индексы: 

откуда, с учётом равенства (1), получаем 

Так как из задачи XII.56 а) известно, что тогда

откуда а тогда 

Искомая в задаче вероятность равна 

Замечание. Можно получить общую формулу для p2n + 1,
руководствуясь полученным рекуррентным соотношени�
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ем, доказав по индукции соотношение Из

этой формулы можно получить формулы для остальных
вероятностей: 

в) Указание. Первый путь доказательства состоит в
том, чтобы в полученных в задаче XII.56 б) формулах
устремить n к бесконечности и получить в пределе 1, 
т. е. вероятность того, что муха когда�либо прилипнет, бу�
дет равна 1.

Рассмотрим другой способ доказательства.
Обозначим р(А) = p, p(B) = p(D) = p(A1) = q, p(B1) =

= p(D1) = p(C) = r. Аналогично рассуждениям предыдуще�

го пункта получим соотношения Решая эту

систему, получаем р = q = r = 1.

XII.57. а) Р е ш е н и е. Построим дерево исхо�

дов (рис. 12.4). Из него видно, что в нижней строчке а
встречается два раза, а b и с — по три раза. Так как веро�

ятность каждого пути равна то 

б) Нет. Р е ш е н и е. Мысленно построим дерево исхо�
дов. На уровне, соответствующем n переменам состояния
устройства, будет 2n равновероятных исходов, среди кото�
рых некоторые k будут соответствовать данному состоя�

нию. Соответствующая вероятность будет равна 
2

,n
k

Рис. 12.4
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что, очевидно, не будет равно ни при каких значе�
ниях n.

в) Р е ш е н и е . Обозначим an = pn(a). В состоянии a на
n�м переходе устройство может оказаться, если на преды�
дущем шаге оно будет в другом состоянии, что происхо�
дит с вероятностью 1 – an – 1. При этом вероятность из
каждого из других состояний попасть в состояние а рав�

на Поэтому получаем an = (1 – an – 1), а0 = 1.

Аналогично получаем 

bn = (1 – bn – 1), b0 = 0 и cn = (1 – cn – 1), c0 = 0.

Выведем явную формулу для аn, доказав заодно требу�
емое утверждение о пределе этой последовательности. Для

этого в рекуррентной формуле «расщепим»

константу в отношении коэффициентов перед членами

последовательности, т. е. в отношении 2 : 1. Имеем:

откуда т. е. 

а значит, Таким обра�

зом, последовательность является геометрической

прогрессией со знаменателем а значит, предел этой по�

следовательности равен нулю, откуда получаем 

Однако поскольку а0 = 1, то «нулевой член» геометри�

ческой прогрессии равен откуда следует, что

Таким образом, окончательно 

(1)

Аналогично получаем, что 

(2)

Впрочем, поскольку ясно, что при начальном состоя�
нии устройства а состояния b и с равноправны, то веро�
ятности нахождения устройства в состояниях b и с будут

равны, а потому их можно найти как 
1 –
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г) Р е ш е н и е. Приведённая в утверждении задачи фор�

мула задаёт какую�либо из вероятностей pn(a),

pn(b), pn(c) в зависимости от остатка, даваемого числом n
от деления на 3.

Действительно, в воображаемом дереве переходов из
каждой вершины уходят две стрелки вниз — одна впра�
во, другая влево. Будем писать b на конце стрелки, иду�
щей из а вправо, и с на конце стрелки, идущей из а вле�
во. Аналогично будем писать с на конце стрелки, идущей
из b вправо, и а на конце стрелки, идущей из b влево;
будем писать a на конце стрелки, идущей из c вправо, и
b на конце стрелки, идущей из c влево (рис. 12.5). Будем
кодировать стрелку вправо как 1, а стрелку влево как –1.
Тогда, например, чтобы устройство вернулось в состоя�
ние а, нужно, чтобы количества 1 и –1 различались на
число, кратное 3.

Если среди n переходов будет k по стрелкам вправо, то
остальные n – k будут по стрелкам влево. Чтобы попасть из
состояния а в состояние а, нужно, чтобы (k – (n – k)) 	 3,
что бывает, если k 
 2n(mod3). А выбрать k стрелок впра�
во среди n возможных можно Ck

n способами. Таким обра�

зом, например, при n, кратных 3, имеем 

Теперь утверждение задачи следует из задачи XII.57 в).
Замечание. Вычислить эту сумму  можно и непосред�

ственно. Найдём, например, Заметим, что эта

сумма будет равна где ε — ко�

рень третьей степени из 1. В самом деле, если раскрыть
все n�е степени по формуле бинома Ньютона, то для всех
степеней k, не кратных 3, сумма Ck

n + Ck
n εk + Ck

n ε–k равна
нулю. Преобразовав число 1 + ε в тригонометрическую

форму полу�
3 33 3
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чим, что Теперь

видно, что Кроме того, из этой фор�

мулы понятно, что в зависимости от остатка от деления
n на 3 будут получаться формулы (1) и (2) из XII.56 в).

XII.58. а) Р е ш е н и е. Способ 1. Можно решить эту

задачу по формуле схемы Бернулли. В самом деле, веро�
ятность появления одного герба при n бросаниях монеты

равна вероятность появления трёх гербов равна ве�

роятность появления пяти гербов равна и т. д. Таким

образом, вероятность выпадения нечётного числа гербов

равна (поскольку сумма биномиальных

коэффициентов с нечётными верхними индексами равна 2n,
см. задачу I.151).

Способ 2. Возможен и другой подход к решению этой
задачи. Пусть рn — искомая вероятность. После первого
бросания монетки возможны два исхода: первый — выпал
герб, и должно выпасть ещё чётное число гербов с веро�
ятностью 1 – pn – 1; второй — выпала решка, и должно вы�
пасть ещё нечётное число гербов с вероятностью pn – 1.

Таким образом, по формуле полной вероятности полу�

чаем 

б) Р е ш е н и е. Вероятность выпадения

герба равна Аналогично второму способу решения за�

дачи XII.58 а) получаем Таким об�

разом, 

Аналогично решению задачи XII.57 в) «расщепим»

константу в отношении т. е. 3 : 1. Получим

откуда таким обра�

зом, последовательность является геометрической1
2

–np⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

nnp p 1
1 1 1
2 3 2

– = – ,−
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠1

1 11
2 36

= + – ,n np p −

1
3

1 : ,
2
3

1

12
33

= – .n np p −

1 1

2 1
3 3

= (1 – ) + .n n np p p− −

2
3

.

11 1 1
2 6 3

+ – .
n−

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

�

1 1
1 1 1
2 2 2

= (1 – ) + = .n n np p p− −

1 3 5+ + + 1
22

=n n n
n

C C C …

5

2
n
n

C

3

2
,n

n
C1

2
,n

n
C

1
2

.

2 + 2cos
1 13

3 32
lim = .

n

nn

n

→∞

π

�

n
n n n

n n

n
2 + 2cos

(1 + 1) + (1 + ) + (1 + )1 1 3
3 32 2

= .

π
ε ε� �

213



прогрессией со знаменателем При этом p1 = , поэто�

му первый член этой геометрической прогрессии равен 

Следовательно, 

Замечание. Аналогично решению задачи XII.58 а)

можно получить 

Так мы доказали равенство

XII.59. а) Вошедший ученик — отличник. Р е ш е н и е.
Заметим, что вероятность отличника ответить на 2 вопро�
са из билета равна 1, вероятность троечника ответить на

2 вопроса из билета равна вероятность двоечни�

ка ответить на 2 вопроса равна Вероятность во�

шедшего случайно человека ответить на 2 вопроса равна

Тогда по формуле Байеса зна�

менатели выражений вероятностей того, что вошедший
ученик — отличник, троечник или двоечник, одинаковы, 
а наибольший числитель будет в том случае, если вошед�
ший ученик — отличник.

б) Р е ш е н и е. Вероятность отличнику ответить толь�

ко на 1 вопрос равна нулю, вероятность троечнику отве�

тить только на 1 вопрос равна вероятность

двоечнику ответить только на 1 вопрос равна 

Вероятность того, что вошедший ученик — двоеч�

ник, по формуле Байеса равна 

в) Замечание. Во втором издании пер�

вый вопрос: какова вероятность того, что они оба троеч�
ники? Р е ш е н и е. Вероятность того, что ответивший на

два вопроса — троечник, равна (см. задачу
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XII.59 а)). Из задачи XII.59 б) получим, что вероятность
того, что ответивший на 1 вопрос человек — троечник,

равна Таким образом, искомая вероятность то�

го, что вошедшими были двое троечников, равна

Вероятность того, что вошедшими были отличник и дво�

ечник, равна 

XII.60. а) Р е ш е н и е. Вероятность кабану быть уби�

тым двумя пулями равна 0,5 � 0,4 � 0,4 + 0,5 � 0,6 � 0,6 +
+ 0,5 � 0,4 � 0,6 = 0,38. Следовательно, искомая вероят�

ность равна 

б) Р е ш е н и е. Разделим вначале каба�

на между парами охотников в соотношении вероятностей
того, что кабан убит именно соответствующей парой. Эти
вероятности для пар «первый—второй», «первый—тре�

тий», «второй—третий» соответственно равны 

Внутри каждой пары делим часть кабана пропорциональ�
но вероятностям попадания охотников этой пары. Напри�

мер, первый охотник получит кабана, будучи участ�

ником первой пары «первый—второй», и кабана,

будучи участником пары «первый—третий». Таким обра�

зом, первый получит кабана, второй

получит кабана, третий получит

кабана.

XII.61. 5. Р е ш е н и е. Пусть среди 5 изделий ровно 1
бракованное. Вероятность того, что оно попадётся, рав�

на Если среди 5 изделий ровно 2 бракованных, то ве�

роятность того, что при выборе одного оно будет брако�

ванным, равна и т. д.

Тогда по формуле Байеса вероятность того, что брако�

ванное изделие будет одно, равна Даль�

нейшие вероятности равны Таким образом,
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наиболее вероятным является то, что среди 5 изделий все
были бракованными (в решении мы предполагали, что на�
личие любого количества бракованных изделий среди 5
имеющихся равновероятно).

XII.62. 

§ 74. Геометрическая вероятность
Особенностью геометрических вероятностей по сравне�

нию с ранее изученной вероятностью является то, что
пространство элементарных событий имеет бесконечное
(несчётное) число элементов.

Обратим внимание, что геометрическая вероятность
применяется лишь в том случае, когда есть основания 
полагать, что вероятность попадания в область пропорцио�
нальна мере этой области. Вообще говоря, такое предпо�
ложение сделать весьма нелегко. Так, в примере 19 из
§ 74 учебника это предположение считалось интуитивно
ясным, хотя никаких доказательных соображений не при�
водилось. Продолжением этого разговора как раз и явля�
ется парадокс Бертрана, показывающий, как важно точ�
но формулировать, пропорциональной какой именно мере
будет вероятность.

Задачи XII.71 (задача о встрече) и XII.73 (задача Бюф�
фона) могут служить хорошим дополнением к теории. По
поводу задачи XII.73 учащимся можно рассказать о том,
что из полученного результата следует, что с помощью
бросания иголки на разлинованную плоскость можно
подсчитывать приближённое значение числа π.

Решения и указания к задачам

XII.63. XII.64. 

XII.65. Р е ш е н и е. Уравне�

ние имеет два вещественных кор�
ня, если p2 > 4q. Изобразим мно�
жество возможных выборов коэф�
фициентов точками квадрата на
плоскости (p; q) (рис. 12.6). Тогда
площадь пространства элементар�
ных событий равна 4, а площадь

исследуемого события равна Искомая ве�

роятность равна 
13
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XII.66. а) Указание. В ост�

роугольном треугольнике сумма
двух углов больше третьего, а в
тупоугольном сумма двух углов
меньше третьего. Таким обра�
зом, задача может быть сформу�
лирована так: палку длиной π
ломают на 3 части. Какова веро�
ятность того, что из них нельзя
сложить треугольник? Ответ на
этот вопрос фактически дан в
примере 19 учебника. Искомая
вероятность равна 0,75. б) 0.

XII.67. Р е ш е н и е. Изобразим элементарные

события точками координатной плоскости (рис. 12.7). Из
чертежа видно, что искомое событие состоит из двух рав�
ных частей, симметричных относительно прямой у = х.

Найдём площадь верхней части. Она равна сумме 
площади равнобедренного прямоугольного треугольника 

с катетом и площади, ограниченной прямыми x = , 

х + у = 1 и гиперболой xy = Эта площадь равна

Таким образом, площадь

верхней части равна 

Тогда площадь всей закрашенной части, а значит, и
искомая вероятность (поскольку площадь всего простран�

ства элементарных событий равна 1), равна 

XII.68. а) Нужно закрасить
фигуру так, чтобы площадь её
пересечения с треугольником
составляла половину площади
треугольника. б) Нужно закра�
сить фигуру той же площади,
что и треугольник АВС, т. е.
площадь которой равна полови�
не площади квадрата. в) Такой
фигурой может быть, например,
треугольник ABD.

XII.69. (рис. 12.8).
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XII.70. а) (рис. 12.9, а).

б) Р е ш е н и е. Пространством элементарных собы�

тий служит квадрат. Событие у < x2 + c будет непустым
при с > 1. С ростом с площадь события будет увеличивать�
ся, пока событие не совпадёт с пространством элементар�
ных событий, т. е. не станет достоверным (по�
скольку точки события при меньших c будут точками
аналогичного события при больших c). При с = 2 площадь

события равна Поэтому интересующее нас с меньше 2

и конфигурация чертежа такая, как на рисунке 12.9, б.
Площадь интересующего нас события (а значит, и его ве�
роятность, так как площадь пространства элементарных

событий равна 1) равна 

(здесь за а обозначен положитель�

ный корень уравнения x2 + c = 2, т. е. Выра�

зив с = 2 – а2, придём к уравнению 

решив которое, найдём откуда 7
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в) Р е ш е н и е. Искомая

вероятность равна площади за�
штрихованной фигуры (рис. 12.9, в),

т. е. равна 

XII.71. Р е ш е н и е. Изобра�

зим пространство элементарных 
событий в виде точек на координат�
ной плоскости (единица на осях со�
ответствует одному часу, а за нуль
на осях принят полдень). Таким об�
разом, пространство элементарных событий — единичный
квадрат.

Условие того, что двое встретятся, может быть записа�

но как |x – y| � Из рисунка 12.10 сразу ясно, что пло�

щадь интересующего нас события (а значит, и искомая ве�
роятность) равна разности между 1 и площадью двух рав�
нобедренных прямоугольных треугольников с катетами

длины Таким образом, искомая вероятность равна 

XII.72. а) См. рисунок 12.11, а. Р е ш е н и е. Основная
сложность этой задачи по сравнению с  задачей XII.65 
в том, что с увеличением а меняется взаимное располо�
жение параболы и квадрата. При малых а оно такое же,
как в задаче XII.65, а затем (при а > 4) становится та�
ким, как на рисунке 12.11, б.

При а � 4 имеем 
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При а > 4 имеем 

График функции p(a) представлен на рисунке 12.11, а
(для наглядности масштаб по оси абсцисс сжат по сравне�
нию с масштабом по оси ординат).

б) Указание. Условие наличия двух положительных
корней означает, что p < 0 и q > 0. Искомая функция по�
лучается из функции задачи XII.72 а) делением пополам
(оно соответствует взятию р < 0) с последующим вычита�

нием (вероятности того, что q < 0).

в) Указание. Условие наличия вещественных корней
разных знаков равносильно тому, что q < 0. Поэтому

при всех а (это геометрическая вероятность, рас�

смотренная на отрезке [–a; a], из которого берутся наугад
значения q).

XII.73. Р е ш е н и е. Рассмотрим рисунок 12.12, а,

на котором изображены две линии из числа проведённых
на плоскости, а также иголка длины a. Проведём из се�
редины иголки перпендикуляр h к ближайшей из линий.
Иголка пересечёт эту линию (и не пересечёт больше ника�
кой другой, поскольку её длина меньше расстояния меж�

ду линиями) в том и только в том случае, если 

Будем задавать положение иголки
относительно ближайшей из парал�
лельных линий двумя параметрами —
h и ϕ, где ϕ — угол между иголкой
и одним из направлений линий. Тог�
да h может принимать значения от 0 

до а ϕ — от 0 до π.

Изобразим пространство элемен�
тарных событий в виде прямоуголь�

ника со сторонами и π на коорди�

натной плоскости (рис. 12.12, б). Тог�
да исследуемое событие изображается
заштрихованной фигурой под синусо�

идой Вероятность этого со�

бытия равна 0
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Глава XIII. Уравнения и неравенства

Эта глава посвящена наиболее традиционным школь�
ным темам — решению уравнений и неравенств. Конечно,
при изучении любой темы естественным образом возника�
ет большая группа задач, связанная именно с решением
специфических для этой темы уравнений и неравенств, и
в нашем учебнике мы не стремились к искусственному
разделению задач. Однако в завершение курса с целью
обобщения и активизации разрозненных умений и навы�
ков мы рассмотрим ещё раз всевозможные уравнения и
неравенства курса в одной главе, дабы иметь возможность
сравнить общие методы и выделить специфические, при�
сущие узкому классу задач такого сорта. Особое внимание
уделяется линии задач с параметрами. Теоретический
материал не содержит здесь такого количества определе�
ний и теорем, как в предыдущих главах, зато изобилует
примерами и более чем когда�либо напоминает «поварен�
ную книгу» или набор рецептов, выстроенный в порядке,
кажущемся авторам наиболее разумным.

По своему положению в курсе материал данной главы
является завершающим перед итоговым повторением и
подготовкой к экзаменам. Поэтому особенности изучения
данной главы должны выбираться исходя из представле�
ний об экзаменах, которые будут сдавать учащиеся, о том,
что уже пройдено, об уровне подготовки класса и т. д.

Варианты планирования изучения материала 13�й гла�
вы при 4 часах в неделю и при большем количестве ча�
сов в неделю не различаются и представлены в таблице.

Глава XIII. Уравнения и неравенства 50

Некоторые способы решения уравнений. Целые
рациональные и дробно�рациональные уравнения

4
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Показательные и логарифмические уравнения
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Поскольку фактически параграфы этой главы пред�
ставляют собой указания к решению задач (без какой�
либо значимой теории), комментарии к самим параграфам
отсутствуют либо кратки, а основное внимание уделено
решениям и ответам к задачам.

§ 75. Некоторые способы решения уравнений

§ 76. Целые рациональные 
и дробно�рациональные уравнения

В § 75 дан краткий обзор наиболее общих приёмов, ис�
пользуемых при решении уравнений. При этом особое
внимание следует обратить на сопутствующие замечания
и уточнения в определениях вида «произведение равно
нулю тогда и только тогда, когда хотя бы один из мно�
жителей равен нулю, а остальные имеют при этом
смысл». На определённом этапе именно такие замечания
приобретают особый вес и становятся содержательной
частью, а порой и основой решения.

В § 76 дан в основном материал для повторения.
Пункт параграфа «Целые рациональные уравнения выс�
ших степеней» естественно восходит к главе III учебника
для 10 класса («Многочлены»), а пункт «Замены в целых
рациональных уравнениях» — к материалу 9 класса. Тем
не менее учащимся необходимо напомнить все основные
понятия и приёмы (например, важное понятие однородно�
го уравнения и основные виды замен), поскольку они 
активно используются в дальнейшем при решении задач.

В задачах к этому параграфу не уделяется большого
внимания решению неравенств, поскольку метод интерва�
лов был подробно разобран и изучен в курсе 10 класса, а
именно он является основным способом работы с неравен�
ствами. Поскольку решение практически любого неравен�
ства сводится к решению некоторого набора уравнений с
последующим применением метода интервалов, мы огра�
ничились в этом вводном разделе включением лишь не�
скольких примеров (см. задачу XIII.4).

Задачи раздела «Уравнения высших степеней» пред�
ставляют собой стандартные упражнения. Идеи их реше�
ния полностью изложены в тексте учебника. Задачи
XIII.1—XIII.4 используют подбор корней многочлена и
понижение степени уравнения с использованием теоремы
Безу, метод интервалов. Обратите внимание на то, что при
решении неравенств в задаче XIII.4 частично используют�
ся уравнения из задачи XIII.3. Задача XIII.6 отрабатыва�
ет решение возвратных (симметрических и кососимметри�
ческих) уравнений, а задача XIII.7 — решение однород�
ных уравнений.
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Задачи XIII.8—XIII.12 раздела «Дробно�рациональные
уравнения» традиционны и стандартны; решения и ком�
ментарии к ним мы не будем приводить, за редкими
исключениями.

Решения и указания к задачам
XIII.1. а) 1 (два других корня иррациональные). б) –3;

2 (третий корень ). в) 0; 2; –2. г) –2; 1. д) –3; –2; 4.

е) –4; –2; 3.

XIII.2. а) 1. б) –1; 2; в) г) –1; 

XIII.3. а) {–2; –1; 3}. б) {–7; –3; 1}. в) 

г) {–1; }. д) е) ж) 

XIII.4. а) (–2; –1) ∪ (3; +�). б) (–�; –7) ∪ (–3; 1).

д) {1} ∪ [2; +�). е) (–�; 1] ∪ {2}.

XIII.5. а) {–1; 1}. б) в) {–3; 1}. г) 

д) {–2; 4}. е) {–4; 0}. ж) {1; }. з) {2; 3}.

к) {–3; 4}. л) {–1; 2}. м) {–3; 1}. н) {–3; 1}. о) { }.

п) р) {–2; 11}. с) 

XIII.6. а) Замечание. Во втором издании учеб�

ника условие будет исправлено: 

д) {1; 2}. ж)

XIII.7. а) Замечание. Во втором изда�

нии учебника условие исправлено: (x2 + 2x)2 – (x +

+ 2)(2x2 – x) = 6(2x – 1)2. б) в) {–1; 2}.
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XIII.8. а) в) {–3; –2; 2; 3}.

г) {1}. д) 

XIII.9. а) {–5; 1; }. б) {–1}. в) {0; 1}.

г) д) {–3; 1}.

XIII.10. а) {–3; 1; }. б)

XIII.11. а) {–4; –1}. 

г) {–6; 3}. Указание. Чтобы увидеть удобную замену, нуж�
но обе части уравнения умножить на знаменатель дроби
в правой части и перегруппировать получившиеся множи�
тели в левой части уравнения. 

XIII.12. Указание. Применить выделение полного

квадрата (см. пример 18 из § 76 учебника). а) 

XIII.13. а) Указание. Заметить, что

x2 – 5x + 1 = (x2 – 4) – 5(x – 1). Тогда, введя двойную за�
мену u = x2 – 4 и v = x – 1, прийти к однородному урав�
нению u(u – 5v) = 6v2.

б) {1; 2}. Р е ш е н и е. В уравнении 

вроде бы сразу видна замена u = x, но этот путь

оказывается менее удобным, чем следующий, который мы
приведём полностью. 

Пусть Из исходного уравнения

uv = 6. Но при этом 

+ x = 5. Получаем систему из которой = 3,
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или Уравнение решений не имеет. Если

же u = 2, т. е. то x = 2 или x = 1 (убедитесь,

что тогда v = 3).
в) {1}. г) {–5; –3}. Р е ш е н и е. (x + 3)4 + (x + 5)4 = 16.

Введём замену x + 3 = t. Уравнение преобразуется к виду
t4 + (t + 2)4 = 16. 

После раскрытия скобок получим 2t4 + 8t3 + 24t2 +
+ 32t = 0; t(t3 + 4t2 + 12t + 16) = 0; t(t + 2) (t2 + 2t + 8) = 0.
Отсюда t = 0 или t = –2. Окончательно x = –3 или x = –5.

§ 78. Уравнения и неравенства с параметром.
Аналитическое исследование

После рассмотрения основных приёмов работы с опре�
делённым видом уравнений и неравенств есть два возмож�
ных варианта развития событий: перейти к системам
уравнений и неравенств или обратиться к задачам с пара�
метрами. Задачи с параметрами дают большую «глубину
взгляда», позволяя устроить мини�исследование задачи и
учесть частные случаи и сложности, которые могут воз�
никнуть при их решении, если чуть�чуть изменить дан�
ные, «пошевелить» условие. Нам представляется, что ре�
шение задач с параметрами является одним из наиболее
ценных навыков, которые можно приобрести в процессе ре�
шения алгебраических задач в старшей школе. Здесь уча�
щиеся вынуждены всерьёз задумываться о существовании
решений (ведь большая часть школьных задач решается
исходя из принципа, что решение, причём несложное, у
этой головоломки обязательно должно быть!), о количестве
решений и их виде, о том, от каких дополнительных усло�
вий может зависеть количество решений и их вид.

Поэтому мы предлагаем разобраться с основными ви�
дами уравнений и неравенств с параметрами, чтобы уча�
щиеся не удивлялись в дальнейшем тому, что каждый
раздел в теме «Уравнения и неравенства» автоматически
влечёт за собой соответствующий раздел «Уравнения и не�
равенства с параметрами», и чтобы главные навыки, при�
вычка к работе с параметрами, связанные с ветвлением
решения, перебором случаев, графическими представлени�
ями, формировались как можно раньше и естественнее.
Системы же уравнений и неравенств можно рассматри�
вать и на завершающем этапе как вариант обобщения и
повторения, включив сюда и системы с параметрами. По�
рядок изучения материала устанавливает учитель!
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x x
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Мы начинаем с аналитических методов и самых прос�
тых уравнений и неравенств — линейных, где всё опреде�
ляет коэффициент при переменной x, переходя к дробно�
рациональным уравнениям и неравенствам и методу ин�
тервалов. Здесь имеет смысл выполнить все задания
(например, в виде домашнего задания с обязательной 
проверкой и разбором в классе), поскольку это приучает к
осторожному обращению с параметром и тщательному пе�
ребору случаев, даже если на первый взгляд решение ка�
жется очевидным. С этой целью приведены ответы ко всем
заданиям XIII.14—XIII.19 и решения к некоторым из них.

Задачи XIII.19 решаются стандартно с использованием
метода интервалов, причём расположение корней относи�
тельно друг друга зависит от параметра. При этом в за�
дачах XIII.19 а) и б) левая часть сразу раскладывается на
множители, а вот в задачах XIII.19 в) и г) необходимо
ещё учитывать условие существования корней (знак диск�
риминанта). В задачах XIII.19 в) и г) не лишним будет
схематическое изображение графиков квадратных трёх�
членов, стоящих в левых частях неравенств.

Решения и указания к задачам

XIII.14. а) Если a � 0; 1, то если a = 0,

a = 1, то x ∈ ∅. б) Если a � –3; 3, то если a = –3,

то x ∈ ∅; если a = 3, то x ∈ R. в) Если a � –1; то

если a = –1, то x ∈ R; если то x ∈ ∅.

г) Если a > 0, то если a = 0, то x = 0; если a < 0,
то x ∈ ∅. д) Если a > 0, то x ∈ ∅; если a = 0, то x = 0;

если a < 0, то е) Если a � 0, то x ∈ ∅; если 

a > 0, то 

XIII.15. а) Если a � –1; 0; 1, то если a = 0, то

уравнение не имеет смысла; если a = –1, то x ∈ ∅; если 

a = 1, то x ∈ R�{1}. б) Если a � 0; 2, то если 

a = 0, то уравнение не имеет смысла; если a = 2, то 
x ∈ ∅. в) Если a = 0, то x ∈ R�{0}; если a � 0, то x ∈ ∅. 

г) Если 1; то если то 

x ∈ ∅.
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XIII.16. а) Если a < 1 или a > 4, то 

если 1 < a < 4, то если a = 1, то неравен�

ство не имеет смысла, если a = 4, то x ∈ ∅. б) Если a > 3,

то если a < 3, то если a = 3,

то неравенство не имеет смысла. в) Если a < –9 или 

–1 < a < 1, то если –9 < a < –1, то

если a = 1; –9, то x ∈ ∅; если a = –1, то

неравенство не имеет смысла. г) Если a < –10 или a > 2,

то если –10 < a < 2, то 

если a = –10, то x ∈ R; если a = 2, то неравенство не име�

ет смысла. д) Если a < –3 или то 

если –3 < a < 1, то x ∈ (–�; 0) ∪ если 

a = –3, то x ∈ (–�; 0); если то 

е) Если то если то 

если то x ∈ ∅.

XIII.17. Р е ш е н и е. Изобразим график функ�

ции y = kx + b; тогда сразу видно, что при k � 0 неравен�
ство y < 0 выполнено при всех x < 0 тогда и только 

тогда, когда Если a � –3 и a � 1, то неравенство 

выполняется при всех x < 0 тогда и только тогда, когда

Решением системы служит полуинтервал

Значения a = –3 и a = 1 проверяются подстановкой.

XIII.18. a = 2.
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XIII.19. а) Если a < 1, то x ∈ (2a; 2); если a > 1, то 
x ∈ (2; 2a); если a = 1, то x ∈ ∅. б) Если a < –1, то

если a = –1, то если –1 <

< a < 1, то если a = 1, то

если a > 1, то в) Если

то если 

то x ∈ ∅; если a = 0, то x ∈ (–2; +�); если a > 0, то x ∈ R.

г) Если то x ∈ R; если то x ∈ R�{–2}; если

то 

если a = –1, то x > –1; если –1 < a < 0, то

если a � 0, то x ∈ ∅.

§ 79. Множества на плоскости, 
задаваемые уравнениями и неравенствами

Аналитический подход при решении задач с парамет�
ром далеко не всегда является наилучшим. Чаще пред�
почтительными оказываются графические методы (или со�
четание графических и аналитических методов). В этом
параграфе проводится необходимая подготовительная ра�
бота для грамотного и широкого применения графических
методов: здесь мы учимся строить графические образы
уравнений и неравенств.

Решения и указания к задачам
XIII.20. Указание. Основой для решения являются

примеры 45 и 46 из § 79 учебника. г) Точка O(0; 0). 
д) Точка O(0; 0) и прямая y = x + 1. е) Точки: O(0; 0) 
и A(1; 1). а)—в), ж), з) См. рис. 13.1.

XIII.21. а)—е) См. рис. 13.2. ж)—л) См. рис. 13.3.
XIII.22. а)—е) См. рис. 13.4. ж)—л) См. рис. 13.5.
XIII.23. а)—д) См. рис. 13.6.
XIII.24. а)—г) См. рис. 13.7.
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Рис. 13.1

Рис. 13.2
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Рис. 13.3

Рис. 13.4
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Рис. 13.5

Рис. 13.6



§ 80, § 81. Графические методы решения 
уравнений и неравенств с параметрами

Эти два параграфа представляются исключительно
важными, и читать их следует очень внимательно. Осо�
бенно активно на протяжении этой главы будет использо�
ваться § 80 (для решения иррациональных, показатель�
ных, логарифмических, тригонометрических задач с пара�
метром). В этом наборе заданий всё внимание сознательно
отдано плоскости (x; a) в силу простоты использования и
наглядности результата (задачи, в которых удобнее ис�
пользовать плоскость (x; y), появятся позже, в разделе,
посвящённом иррациональным уравнениям и неравен�
ствам). Обратите особое внимание на номер XIII.45 
(см. комментарий ниже).

Решения и указания к задачам
XIII.25. a = –1. XIII.26. a = –1.

XIII.27. a = –1 или XIII.28. или a > –2.

XIII.29. XIII.30. a > –1. XIII.31. a ∈ (–2; 0).

XIII.32. XIII.33. a = –3 или a = 1.

XIII.34. a = 0 или a = 4. XIII.35. 

XIII.36. XIII.37. a � 0 или a > 12.(– 6; 12) {0;1}.a ∈ �
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XIII.38. 

XIII.39. Р е ш е н и е. Сначала в плоскости 

(x; a) построим график уравнения x2 + 2|x – a| = 5. Этот
график (рис. 13.8) разбивает плоскость на две области.
Неравенство задаёт внутреннюю из этих областей (содер�
жащую точку (0; 0)). Все решения неравенства положи�
тельны, если отрезок прямой a = const, находящийся в
этой области, целиком располагается в правой полуплос�
кости. Это возможно только при 2,5 < a � 3 (см. рис. 13.8).

XIII.40. или 

XIII.41. или 

Указание. Условие задачи рав�
носильно тому, что все значе�
ния функции y = x2 + 2x – 1 +
+ |x – a| больше 2, т. е. для всех
x ∈ R выполняется неравенст�
во x2 + 2x – 1 + |x – a| > 2 (т. е.
прямая a = const должна цели�
ком оказаться в множестве, за�
даваемом этим неравенством).

XIII.42. Если |a| > 1, то x = 1;

если |a| < 1, то x1 = 1, если a = 1, то x ∈ [1; +�);

если a = –1, то x ∈ [–3; 1]. См. рис. 13.9.

XIII.43. Если a < –2, то 

если –2 � a < 2, то если a � 2,

то 

XIII.44. а) Если a � –8 или a � 1, то x ∈ ∅; если –8 <

< a � 0, то если 0 < a < 1, то

б) Если a � 0 или то

x ∈ ∅; если 0 < a � 2, то если

то 
1 – 9 – 4 1 + 9 – 4
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XIII.45. а) –4 � a � 4. б) a = �4. в) a ∈ [–4; –3). 

г) a ∈ (2; 4]. д) 

и) Если a < –4,

то x ∈ ∅; если a = –4, то x = –2; если –4 < a < –2, то

x ∈ [–2; 2a + 6]; если то x ∈ [–2; 2]; если

то если

a = 2, то если 2 < a < 4, то

если a = 4, то x = 2; если a > 4, то 

x ∈ ∅.
Замечание. Задача XIII.45 является в некотором роде

ключевой ко всему разделу, подводящей итог всему ска�
занному в параграфе и обобщающей различные типы за�
даний, предложенные в § 79 и 80. Конечно, начинать
нужно с построения графического образа системы, а по�
том уже с использованием готовой картинки решать пред�
ложенные задания и составлять свои. Подробное обсужде�
ние этой задачи может стать материалом целого урока
(это удобно, поскольку здесь нет технических сложно�
стей), а в качестве домашнего задания можно предложить
учащимся составить каждому своё оригинальное задание,
использовав для этого, например, задачи к § 81.

§ 77. Системы алгебраических уравнений 
и неравенств

С понятием системы уравнений учащиеся знакомы с 
7 класса, а в 9 классе уже рассматривались некоторые ти�
пы систем нелинейных уравнений (в частности, однород�
ные и симметрические системы в соответствии с програм�
мой для классов с углублённым изучением математики),
так что материал этого параграфа представляет собой
обобщающее повторение.

Задачи XIII.46—XIII.49 представляют собой просто на�
бор несложных упражнений (частично — теоретического
характера), иллюстрирующих и дополняющих текст па�
раграфа. Задачи XIII.50—XIII.55 решаются стандартно
указанными методами. Пояснения будут приведены лишь
к некоторым из них (где решение видно не сразу).

–1 + 1 + 12

3
; 2 ;

a
x ⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦
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Решения и указания к задачам
XIII.46. а) {2} (заметим, что система с одной перемен�

ной!). б) ∅.
XIII.50. а) {(3; 4); (3; –4); (–3; 4); (–3; –4)}. б) {(4; 3);

(4; –3)}.
XIII.51. а) {(7; 3); (–7; –3)}. б) {(–2; 1); (–1; 2)}.

XIII.52. а)

XIII.53. а) {(1; 1); (2; 2)}. б) 

XIII.54. а) 

в) {(2; 1); (–2; –1)}. г) Одно целочисленное решение (1; 1)

и два иррациональных: и

е) {(3; 2); (–3; –2)}. ж). {(1; 3); (–1; –3)}. 

XIII.55. а) {(3; 2); (2; 3)}. б) {(3; 1); (1; 3)}. в) {(4; 1);

(1; 4)}. г) {(3; –2); (–2; 3); }.

д) {(3; 3); }. е) {(2; 0);
(0; –2)}. ж) {(3; 2); (2; 3)}. з) {(3; 1); (1; 3)}.

XIII.56. а) {(9; 12); (–12; –9)}. б) {(10; 7); (–7; –10)}.
XIII.57. а) {(1; 2); (2; 1)}. 
б) {(3; 1); (–3; –1); (–1; –3); (1; 3)}. 
г) {(3; 4); (4; 3)}. 
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е) {(2; 1); (1; 2); (–2; 1); (1; –2); (0; –3); (–3; 0)}.

ж) Указание. Замена становится видна

после разложения на множители левой части первого

уравнения: 

XIII.58. а) {(0; 0); 
(�2; �3); (�3; �2)}. 

б) {(0; 0); (4; 4); 

XIII.59. а) {(1; 2)}. в) {(2; 1);

(–2; –1)}; г) {(2; 1)}. д) ∅. е) {(4; 4; –4)}. 

XIII.60. Указание. Во всех пунктах используется об�
щая идея: следствия системы накладывают ограничения
на переменные. а) {(3; 2)}. Р е ш е н и е. Из первого уравне�

ния системы следует, что y2 � 4. 

Второе уравнение рассмотрим как квадратное относитель�
но x, получим x2 – x(y2 + 2) + 9 = 0. Дискриминант 
D = (y2 + 2)2 – 36 должен быть неотрицательным, а это
возможно только при y2 � 4. Таким образом, система мо�
жет иметь решения только при y2 = 4. Подставляем 
и проверяем пары решений y = 2, x = 3 (является реше�
нием) и y = –2, x = –3 (не является решением).

2 2

2 2

4 – = (2 – 3 ) ,
– = –9 + 2
y x y

x xy x

⎧
⎨
⎩

4 419 4 17 4
4 4

б) (2; 1); ; .–
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

4 44 4 4 4 4 4
27 3 27 3
4 4 4 4

г) ( 8; 2); (– 8; – 2); ; ; – ; – .
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

– 3 – 7 – 3 + 7
2 2

; .
⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎫⎪
⎬
⎪⎭

3 + 7 3 – 7 3 – 7 3 + 7 – 3 + 7 – 3 – 7
2 2 2 2 2 2

; ; ; ; ; ;
⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

в) (0; 0); (2; –2); (–2; 2); ( 6; 6); (– 6; – 6);
⎧
⎨
⎩

(1 + 3; 1 – 3); (1 – 3; 1 + 3)}.

(– 19; 19);( 7; 7); ( 19; – 19);� �

2

(2 + )( – ) = 5,
2( – ) = (2 + ) 1.

x y x y
y x x y

⎧
⎨ +⎩

2 + = ,
– =

x y u
y x v

⎧
⎨
⎩

1 1
2 2

д) ; 5 ; – ; –5 ; (2; 5); (–2; –5) .⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

236



в) {(1; 0); (0; 1)}. Р е ш е н и е. Перепишем систему

в виде Из второго уравнения сле�

дует, что |x | � 1 и |y| � 1. Два решения видны сразу: (1; 0)
и (0; 1). Докажем, что других решений нет. (Здесь полез�
но нарисовать графики обоих уравнений.) При 0 < x < 1,
0 < y < 1 верны неравенства x4 < x3, y4 < y3, т. е. x4 +
+ y4 < x3 + y3. Кроме того, при 0 < x < 1 в первом урав�
нении y > 0. Таким образом, при 0 < x < 1 кривые

и x4 + y4 = 1 общих точек не имеют. Ещё про�

ще ситуация в случае –1 � x < 0: в первом уравнении 
y > 1, а во втором уравнении |y| � 1. Значит, других ре�
шений система не имеет.

§ 82. Иррациональные уравнения и системы
Все необходимые, а порой и весьма подробные поясне�

ния изложены в тексте параграфа, который (как и следу�
ющий § 83, посвящённый иррациональным неравенствам)
состоит из подробных объяснений того, как обращаться с
такого сорта задачами, и большого количества примеров.
Как и обычно, к задачам, которые необходимо решить,
относятся технически несложные задачи группы А (номе�
ра XIII.61—XIII.65). Задачи группы В предназначены для
учащихся и классов с хорошо развитыми навыками. 
В принципе для учащихся этот раздел часто оказывается
сложнее, чем, например, показательные и логарифмичес�
кие уравнения, поскольку здесь, как подчёркивается в
тексте учебника, появление посторонних корней, как пра�
вило, не связано с областью определения уравнения, что
создаёт у учащихся, которые не сталкивались с этим ра�
нее, некоторый психологический дискомфорт.

В задачах XIII.61—XIII.62 уравнения решаются стан�
дартными способами, которые были разобраны в учебни�
ке (уединение радикала, возведение в степень и т. д.).
При этом необходимым элементом решения является про�
верка или (для любителей) наложение дополнительных
условий и использование равносильных систем. Заметим,
что при проверке не нужно описывать сам процесс: до�
статочно просто написать, «подходят» ли полученные чис�
ла (т. е. являются ли найденные числа корнями исходно�
го уравнения) или являются посторонними корнями.

В некоторых задачах полезно обратить внимание на об�
ласть определения (например, в задачах XIII.61 о) и с)). 
В задаче XIII.62 б) удобно воспользоваться соображения�
ми монотонности.
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Решения и указания к задачам

XIII.61. а) {–2; 3}. б) {3}. в) {3}. г) д) {7}. е) {3}.

ж) {–2}. з) {–2}. и) к) {–7; 8}. л) {9}. м) {10}. н) {8}.

о) {3}. п) ∅. р) с) [3; +�) ∪ {0}.

XIII.62. а) б) {2}. в) {–61; 30}. г) 

XIII.63. а) {0; 2}. б) г) {–1}. д) {2}. е) {–3;

6}. ж) [1; +�). з) Указание. Все уравнения реша�

ются с использованием несложных замен.

XIII.64. а) {2}. Указание. Замена приво�

дит к стандартно решаемому уравнению t3 + t – 10 = 0.

б) {–5; 2}. Указание. Ввести замену 

.
в) {1; 2; 3}. 
XIII.65. Указание. Использовать монотонность. 
а) {4}. б) {1}. в) {0}. г) {1}. д) {1}.

XIII.66. а) б) {3}; в) г) {–2; 0}; д) 

XIII.67. а) б) {8}. в) {5}. Указание. 

Замена 

г) {3}. е) {1}. ж) {5}. 

XIII.68. а) {0}. б) {3}. Указание. Вос�

пользоваться заменой в) {–2; –1; 7}.
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тогда е) {16; 81}. ж) {8}. 

XIII.69. а) {–1; 1}. 

Указание. Внести множитель под знак

радикала. 
г) {1; 2}. Р е ш е н и е. Умножим числитель и знамена�

тель дроби на выражение, сопряжённое 

знаменателю, получим 

Отсюда 

Проверка показывает, что оба корня подходят.

ж) {1}.

Указание. Переписать уравнение в виде

и возвести в квадрат.

и) {7; 38}.

XIII.84. а) {(5; 4); (5; –4)}. б) {(4; 4); (2; 1)}. в)

д) {(2; 1)}. е) 

XIII.85. а) {(4; 9); (9; 4)}. б) {(1; 8); (8; 1)}. в) {5; 7)}.
г) {(3; 2)}.

XIII.86. а) 

б) {(8; 4)}. г) ∅. 

XIII.87. Указание. Задачу решать графически 

(в плоскости (x; y)). 

XIII.89. Решение. Возможно ана�

литическое или графическое решение. Приведём графи�
ческое решение. Пучок прямых y = ax – a – 1 проходит
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через точку (1; –1). (Таким об�
разом, одна общая точка у гра�
фиков есть всегда.) В зависимос�
ти от углового коэффициента а
(рис. 13.10) прямая поворачи�
вается вокруг точки (1; –1). 

При она касается кривой,

а при –1 � a < 0 имеет

две общие точки с кривой.

§ 83. Иррациональные неравенства
Практически все комментарии к § 82 относятся и к 

§ 83. Существенное различие лишь в том, что для приме�
нения метода интервалов (а это наиболее предпочтитель�
ный способ действий) оказывается необходимым найти 
область определения неравенства. Как и обычно, необхо�
димыми являются задачи группы А (номера XIII.70—
XIII.73). При желании можно превратить уравнения груп�
пы А к § 82 (например, XIII.61 и XIII.63) в неравенства,
чтобы, с одной стороны, уяснить тесную связь между
уравнениями и неравенствами, а с другой — получить на�
бор несложных дополнительных заданий для самостоя�
тельной работы (домашнего контроля). Все более сложные
задачи (группа В) снабжены подробными комментариями
(см. ниже).

Решения и указания к задачам

XIII.73 а) Указание. Воспользоваться заменой перемен�

ной б) Указание. Воспользоваться соображени�

ями монотонности.
в) [–1; 8). Р е ш е н и е. Способ 1. Избавимся от иррацио�

нальности в знаменателе дроби. Исходное неравенство

при x � 0 равносильно неравенству

которое, в свою очередь, равносильно

системе 
2 –1 < 8,– 4 < (1 – 1 + ) , 1 + < 3,

0.0 0

xx x x
xx x

⎧ ⎧ ⎧⇒ ⇒⎨ ⎨ ⎨
⎩⎩ ⎩

�
�� �

2 2

2

(1 – 1 + )
– 4 < ,

x x

x
x

2

2(1 + 1 + )
– 4 <

x

x
x

2 + 1
= .

x
x

t

1
2

–a⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

�

1
2

= –a
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Осталось учесть, что x = 0 тоже входит в множество ре�
шений неравенства.

Cпособ 2. Замена переменной приводит нера�

венство к виду или Дальней�

шее очевидно. 

XIII.74. а) б) (1; +�). 

Р е ш е н и е. Перепишем неравенство в ви�

де

Найдём ООН: x ∈ (–�; –5] ∪ {3} ∪ [5; +�). Обратите
внимание на изолированную точку в ООН! Поскольку 
x = 3 не является решением неравенства, рассмотрим два
случая: x � 5 и x � –5. 1) x � 5. Поделим обе части нера�

венства на Получим неравенство 

которое решается методом интервалов. В ре�

зультате 

2) x � –5. Теперь поделим обе части неравенства на

получим Это неравенство

решений не имеет.

XIII.75. а) [–2; 2). в) (–1; 4). г) (3; 11). 

д) [9; 10) ∪ (34; 35]. 

е) (–�; 0). Р е ш е н и е. Введём замену 

Тогда v2 – u2 = 4x, и x + 1 =

Неравенство приобретёт вид v2 – u2 +

Поскольку u + v + 2 > 0, последнее неравенство равно�

2 2( – )(4( + ) + ( + ) + 4) < 0 ( – )( + + 2) < 0.v u v u u v v u u v⇒ ⇒

2 2 2 2 2 2+ ( – + 4) < 0 4( – ) + ( + )( – ) + 4( – ) < 0v v u v u u v v u v u⇒ ⇒

v u v u
u v v u u v u

2 2 2 2
2 2 2 2– – 4 – + 4

4 4
+ + < 0 4( – ) + ( – – 4) +

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⇒� �

2 2– + 4
2

= .
v u

2 2– – 4
2

– 1 =
v u

x2= + 2 + 9.v x x

2= – 2 + 9,u x x

2
29
12

б) 0; .⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

5 – + – – 5 > 6 – 4 .x x x3 – ,x

2
3

> 5 .x

> 4 – 6,x

– 5 + + 5 >x x– 3.x
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3

в) 5 ; + .⎛ ⎞
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�

25
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сильно u > v, т. е. Решая это

неравенство, получаем x < 0.

XIII.76. а) (–1; 1]. 

Указание. Умножить обе части нера�

венства на выражение, сопряжённое левой части.

§ 84. Иррациональные уравнения 
и неравенства с параметрами

В параграфе на одном примере разбирается примене�
ние всех трёх методов решения задач с параметрами. 
В учебнике задачи к этому параграфу сгруппированы
именно по применяемым методам: аналитический, графи�
ческий (плоскость (x; y)), графический (плоскость (x; a)).

Заметим, что графический способ (плоскость (x; y))
имеет смысл использовать в первую очередь для уравне�

ний вида В этом случае (если параметр при�

сутствует в качестве углового коэффициента линейной
функции в правой части уравнения) аналитические спосо�
бы и использование плоскости (x; a) чаще всего изобилу�
ют техническими сложностями или вовсе неприменимы.
Решение же в плоскости (x; y) сводит задачу к исследова�

нию взаимного расположения графика функции 

и прямой y = ax + b (случаи касания, пересечения и т. д.
исследуются, например, с помощью производной или из
геометрических соображений). Наличие в условии задачи
двух переменных х и у (помимо параметров) также ука�
зывает, как правило, на удобство использования графи�
ческих подходов в плоскости (x; y).

Решения и указания к задачам
XIII.77. а) a = –3, b = 2.
б) Если a � 0, то x = a2 + a; если a < 0, то 

x ∈ ∅.
г) Если a < 0, то x ∈ (–�; 2]; если 0 � a < 1, то x ∈

∈ (–�; a3 – a2 + 2); если a = 1, то неравенство не имеет
смысла; если a > 1, то x ∈ (a3 – a2 + 2; +�). 

д) Если a > 0, то если a = 0, то x ∈ [0; +�);

если a < 0, то Указание. Обратите вниманиеa
x

2
; + .⎡ ⎞

⎟⎢ ⎠⎣
∈ �

a
x

2
– ; + ;⎡ ⎞

⎟⎢ ⎠⎣
∈ �

= ( )y f x

( ) = + .f x ax b

1 1

2 3
б) – ; – – .⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠
�

2 2– 2 + 9 > + 2 + 9.x x x x
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на взаимное расположение то�
чек (в зависимости от знака па�
раметра a) при использовании
метода интервалов!

XIII.78. а) a � 3. Указание.
Построить графики функций

и y = a – |x| (рис. 13.11).

б) a � –1 или a � 0,5. Р е �
ш е н и е. Построим график функ�

ции Уравне�

ние имеет решение, если прямая
y = = ax пересекает дугу AB,
где A(–3; 3), B(6; 3) (рис. 13.12). 
Угловой коэффициент прямой
OA равен –1, а угловой коэффи�
циент прямой OB равен 0,5.

в) a � –2 или a � 4. Указание.
Решение аналогично решению
задачи XIII.78 б).

XIII.79. а) или 

б) Указание. Исследо�
вать взаимное расположение по�

луокружности и прямой y = a – x.

Замечание. Задачу можно решать и в плоскости (x; a).
Возможно и аналитическое решение, для чего неравенство

нужно переписать в виде и положить

Неравенство будет иметь решение, если a

будет меньше наибольшего значения f. Наибольшее зна�
чение f может быть найдено стандартным способом с 
использованием производной (функция f имеет на своей
области определения [–1; 1] единственную критическую

точку причём это точка максимума). Возможно

также использование тригонометрической подстановки 
x = cosα, α ∈ [0; π] (на эту мысль наталкивает выражение

). Представляется полезным провести решение не�

сколькими способами и сравнить их.

в) Если a < 0, то 
5

; – .
ax a⎛ ⎤

⎜ ⎥⎝ ⎦
∈

21 – x

1

2
= ,x

2( ) = + 1 – .f x x x

2< + 1 –a x x

2= 1 –y x

< 2.a

4
3

> .a
16
3

< –a

= 6 – + + 3.y x x

= – 3y x
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XIII.80. а) Если a < 0, то если 0 � a < 1,

то если a = 1, то x = 1; если a > 1,

то x ∈ ∅. Указание. Уравнение равносильно системе

в) Если a < 0 или a > 1, то решений нет; если a = 0,
то три решения; если 0 < a < 1, то четыре решения; если
a = 1, то два решения.

XIII.81. а) Если a < –4, то x ∈ ∅; если a = –4, то x = 2;

если –4 < a < 0, то если a � 0, то 

x ∈ [0; 2 + ].

б) Если a = 0, то если то 

Указание. Здесь удобнее (хотя и необязательно) строить
график уравнения в плоскости (a; x), рассматривая x сра�
зу как зависимую переменную и откладывая её значения
на оси ординат; в этом случае прямые a = const будут вер�
тикальными.

г) a < –1.

XIII.82. а) Если a < 0, то x ∈ ∅; если a � 0, то x = 0.

Р е ш е н и е. ООН: При a < 0 левая часть уравне�

ния не существует, а при a > 0 функ�

ция в левой части строго убывает на своей области опре�
деления [–a; a], т. е. уравнение имеет не более одного
корня. Очевидный корень x = 0, других корней нет.

б) x = a. в) Если a < 4, то корней нет; если a � 4, то
один корень.

г) Если a � 0 или то корней нет; если 

то один корень. Р е ш е н и е. Перепишем уравнение 

в виде и переведём иррациональность

в левой части в знаменатель дроби: 
5

2 + 8 + 2 + 3
= .

x x
a

2 + 8 – 2 + 3 = .x x a

0 < 5,a �> 5,a

– – + =a x a x x

⎧
⎨
⎩

,
– .

x a
x a

�
�

1 + 5
2

в) [0; 1) 1; .a
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⎜ ⎟
⎝ ⎠

∈ ∪
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–1 .x
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3
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5
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1 1 1
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Функция строго убывает на своей об�

ласти определения Её наибольшее значение до�

стигается в точке и равно множество

значений Если число а принадлежит E(f), то

уравнение имеет единственный корень. д)
е) x = a. ж) x = a.

XIII.83. а) Указание. Удобнее ре�

шать задачу в плоскости (x; a). Уравнение равносильно

системе 

б) Если a < 0 то x ∈ [1; +�); если 0 � a � 1, то x ∈ [4a2 +
+ 1; +�); если a > 1, то x ∈ [1; a2) ∪ (4a2 + 1; +�). Указа�
ние. Удобно решать графически в плоскости (x; a). Обра�
тить внимание на то, что есть опасность проглядеть про�
межуток решений (4a2 + 1; +�) для a > 1.

Замечание. Имеет смысл также предложить учащимся
решить нестрогое неравенство и не�

равенство с обратным знаком , что�

бы проследить, как изменяется при этом ответ.

в) Если то если 

то если то x ∈ ∅. 

г) Если a � 1, то x ∈ ∅; если a > 1, то 

д) |a| � 2. е) или 

§ 85. Показательные уравнения и неравенства
Простейшие показательные уравнения и неравенства

были рассмотрены в курсе 10 класса (глава V). Материал
этого параграфа развивает теорию, изложенную в главе V
(в частности, о монотонности показательной и логарифми�
ческой функций), применительно к решению разнообраз�
ных уравнений, связанных с показательной функцией.

= –5 + 5.a= 5 – 5a
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При изучении материала важно не скатиться к клас�
сификации уравнений (однородные, сводимые к подста�
новке и т. д.). Иначе говоря, помимо распознавания при�
ведённых типов уравнений, необходимо применять знание
свойств показательной функции и навык преобразований
степенных и показательных выражений к решению не�
стандартных задач (например, задача XIII.95).

Также следует обратить внимание на очередное при�
менение метода интервалов, на этот раз для решения 
показательных неравенств. Полезным при решении нера�
венств, особенно смешанного типа (т. е. с участием выра�
жений разных видов — показательных, логарифмичес�
ких, тригонометрических и т. д.), является основная тео�
рема о показательных неравенствах. Оба утверждения
этой теоремы можно объединить в следующее: при a > 0
выполнено af(x) > ag(x) ⇔ (a – 1)(f(x) – g(x)) > 0.

Решения и указания к задачам

XIII.90. а) {–4}. б) в) {2}. г) {25}. д) {1}. е) {log627}.

ж) {2}. з) {1}. и) л) {2}. м) {3}.

XIII.91. а) {2}. б) {3}. в) {–1; 3}. г) {–3; 0}. д) {1}.

XIII.92. а) {2; 3}. б) {–4; 4; 2}. в) {0; 6}. г) 

Указание. Все уравнения (после соответствующей заме�
ны; в некоторых требуется перегруппировка и разложение
на множители) приводятся к однородным.

XIII.93. а) {πn: n ∈ Z}. б) {–2; 2}. в) {–2; 2}. 

XIII.94. а) {0; log515}. Р е ш е н и е. Запишем уравнение
в виде 5x2 – x + 1 = 5 · 3x ⇒ 5x2 – x = 3x. Прологарифмируем
обе части по основанию 3, получим (x2 – x)log35 = x. От�
сюда x = 0 или (x – 1)log35 = 1. Из последнего равенства
x – 1 = log53 � x = log53 + 1 = log515.

б) {–1; log73}. в) 

XIII.95. Указание. Уравнения решаются с использова�
нием свойств функций (как правило, монотонности и 
ограниченности).
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а) {2}. Р е ш е н и е. Разделим обе части уравнения

на , получим (или, если так

кажется удобнее, ). Левая часть уравнения

есть строго возрастающая функция, а правая — строго
убывающая, поэтому уравнение имеет не более одного
корня. Он легко угадывается.

б) {1}. в) {2}. г) {1}. д) {2}. 
е) ∅. Р е ш е н и е. Очевидно, левая часть уравнения по�

ложительна при всех x, а в правой части наибольшее зна�
чение квадратного трёхчлена –2x2 + 6x + 9 достигается

при и равно т. е. правая часть заведомо отри�

цательна. Таким образом, множества значений этих функ�
ций не пересекаются (полезно для иллюстрации нарисо�
вать графики этих функций).

ж) {0}. Указание. Воспользоваться ограниченностью
функций в обеих частях уравнения. 

з) {1}. Р е ш е н и е. В левой части уравнения 

(например, из неравенства Коши), а в правой части

Равенство возможно только при x = 1.

и) {0}. к) {0}. 
л) {0}. Р е ш е н и е. Воспользуемся ограниченностью

функций в обеих частях уравнения. В левой части 2x2
� 1.

В правой части сделаем замену t = 3x. Функция

достигает своего наибольшего значения од�

новременно с квадратным трёхчленом под знаком радика�
ла при t = 1, причём g(1) = 1. Таким образом, в правой

части уравнения выражение Равенство

возможно, только когда обе части равны 1.
м) {1}. Указание. Сравнить множества значений левой

и правой частей уравнения. 

XIII.96. а) (–�; +�). б) (–2; +�). в) 

г) (–�; –3) д) (–2; 1). е) (log7590; +�). 

ж) з) (–�; –2] ∪ [5; +�). и) (–5; –3) ∪ (3; +�).
5 1
2 2

– ; .⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

1
3

; + .⎡ ⎞∪ ⎢ ⎠⎣
�

5 1
2 4

– ; .⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

22 3 – 3 1.x x� �

2( ) 2 –=g t t t

π
2

4sin 4.
x

�

4

2
2 + 4x

x �

1
2

–4 ,3
2

=x

2 24 1
3 3

– 1 =

x x
⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 1

3 3
– 1 =

x x⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

23
x

22 – 3 = 1
x

x
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к) [1; 2] ∪ (5; +�). л) (–�; –4) ∪ (0; +�). м) [–1; 1 – ] ∪

∪ [1 + ; 3]. н) 

XIII.97. а) (1; +�). б) (–1; 1]. в) 

ж) (–�; –1). 

XIII.98. а) (3; +�). б) в) (–�; 1] ∪ [2; +�). 
г) (–�; –3] ∪ [0; 3]. д) (–�; –1] ∪ [1; +�). е) (–1; 2).

XIII.99. а) (–�; 0). 

б) [–1; 3). Указание. Замена 
в) (–1; 2] ∪ [3; +�). Указание. Заметить, что 

Тогда 

г) [–2; –1) ∪ [1; +�). Указание. Аналогично задаче

XIII.96 в) заметить, что 

д) (–�; –1]. Р е ш е н и е. Заметим, что 

и Теперь неравенство можно

переписать в виде Воспользуем�

ся заменой Решая получившееся неравенство,

находим Таким образом, 

Поскольку и функция

убывающая, то x � –1.
е) (–1; 1). Указание. Аналогично задаче XIII.99 д) за�

писать и 

XIII.100. Указание. Неравенства приводятся к виду
af(x) � bg(x). Напомним, что такие неравенства решаются
логарифмированием обеих частей по любому удобному
фиксированному основанию.

а) {0} ∪ [log53; +�). Р е ш е н и е. Перепишем неравен�

ство в виде 3x2
· 10 � 5x3

· 10 ⇒ 3x2
� 5x3

. Прологарифми�
руем обе части по основанию 5, получим x2 · log53 � x3 ⇒

27 + 4 3 = (2 + 3) .
1

2 + 3
– =2 3

–( 2 1) x

–2 1 < 1⇒ –1– –( 2 1) ( 2 1) .x �

⇒–( 2 1) 2 + 1x �2 + 1.t �

= –( 2 1) .xt

2– – –2( 2 1) ( 2 1) –1.x x �

–2=3 + 2 2 ( 2 – 1) .
1

3 + 2 2
=

2 = =– –( 2 1) 3 2 2

1

5 + 2
=–5 2 .

–– = +( 2 1) ( 2 1) .x x1

2 + 1
= .

=–2 1

3–2=
xt

(– 3; 3).

3 3 3

1 3 5
2 5 3

з) – ; log log ; log .⎛ ⎤ ⎡ ⎞∪⎜ ⎟⎥ ⎢⎝ ⎦ ⎣ ⎠
�1

2
е) – ; .⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

�

д) (– ; 3 – 3) (3 + 3; + ).∪� �г) (– 7; – 3] [ 3; 7).∪

5
2

(– ; 0) ; + .⎛ ⎞
⎜ ⎟⎝ ⎠

∪� �

1
2

о) (– ; 0) ; + .⎡ ⎞
⎟⎢

⎣ ⎠
∪� �3

2
(– ; –4) – ; 1 .⎡ ⎤∪ ⎢ ⎥⎣ ⎦

�2

2
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⇒ x2(x – log53) � 0. б) [–1; 0) ∪
∪ [log316; +�). 

XIII.101. Р е �
ш е н и е. Воспользуемся заменой 
t = 2x. Исходное уравнение имеет
решение тогда и только тогда,
когда уравнение 8t2 + 5t + a2 –
– 2 = 0 имеет хотя бы одно поло�
жительное решение, а это условие
равносильно тому, что a2 – 2 < 0
(например, по теореме Виета; по�
лезно также изобразить эту пара�
болу, у которой ордината точки пе�
ресечения с осью Oy равна a2 – 2).

XIII.102. a ∈ {–8} ∪ (0; 1]. Ука	
зание. Воспользоваться заменой 
t = 3x. Построить график функции

(рис. 13.13).

XIII.103. Если a < 0, то x ∈
∈ (–�; log4(–a)); если a = 0, 
то x ∈ ∅; если a > 0, то x ∈

Р е ш е н и е. За�

дачу удобно решать в плоскости 
(x; a). Воспользуемся заменой 
t = 4x, она приводит неравенство к
виду a2 – 15at – 16t2 > 0, t > 0. Построим в плоскости 
(t; a) множество, задаваемое этим неравенством, для чего
запишем его в виде (a + t)(a – 16t) > 0, t > 0 (рис. 13.14).
Получаем, что если a < 0, то 0 < t < –a; если a = 0, то 
x ∈ ∅; если a > 0, то Возвращаясь к перемен�

ной х (для чего придётся решить неравенства 4x < –a
и ), получим ответ.

XIII.104. 

§ 86. Логарифмические уравнения и неравенства
Практически весь параграф состоит из объяснений, де�

монстрации стандартных приёмов, подсказок и примеров.
Рекомендуем здесь обратить особое внимание на раздел «Ло�
гарифмические уравнения и неравенства с параметрами».

(– ; 24 – 8 3).a ∈ �
16

4 <x a

16
0 < < .

a
t

a
x 4 16

– ; log .⎛ ⎞∈⎝ ⎠�

2

2 3 + 2–
( ) =

t

t t
f t

∈ (– 2; 2).a
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В задачах XIII.105—XIII.108 используются только ос�
новная теорема о логарифмических уравнениях и стан�
дартные подходы (преобразования с учётом области опре�
деления уравнения, проверка). 

Номера XIII.118—XIII.120 представляют собой чисто
технические задания и несложные упражнения, связан�
ные с применением основной теоремы о логарифмических
неравенствах и стандартных преобразований. 

В номере XIII.121 предлагаются неравенства с пере�
менным основанием, причём решать их рекомендуется пе�
реходом к любому фиксированному основанию (напом�
ним, что такой переход есть равносильное преобразова�
ние, никак не изменяющее множество решений). 

В неравенствах задач XIII.122 используются идеи и
приёмы предшествующих задач, но в разных сочетаниях
и на несколько более высоком техническом уровне. 

В задачах можно ограничиться стандартными метода�
ми: переходом к фиксированному основанию и методом
интервалов, однако гораздо удобнее использовать совпаде�
ние знаков выражений logaf(x) и (a – 1)(f(x) – 1) там, где
определено первое выражение. Задачи XIII.125 удобно ре�
шать, используя замечание о том, что

logaf(x) � logag(x) �

Решения и указания к задачам

XIII.105. а) {2}. б) {2}. в) {6}. г) {8}. д) 

XIII.106. а) {log213}. б) {3}. в) {–1; –3}. г) {3; 2}.

XIII.107. а) 

XIII.108. а) {7}. б) {2}. в) {9}. г) {–1}. 

XIII.109. 1
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г) 2; .⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

1

2
в) ; 2 .– –⎧ ⎫⎪ ⎪

⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

1 2
12 3

б) ; .⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
2

a) .⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

1

10
д) –2 + .⎧ ⎫⎪ ⎪

⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

2
2 3

г) + 2 ; + 2 : .n n nπ π⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

π π ∈ Z

6
в) + 2 : .n nπ⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

π ∈ Z
4

б) – + 2 : .n nπ⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

π ∈Z

3
4 4

+ 2 ; + 2 : .n n nπ π⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

π π ∈ Z

{2 + 3}.

⎧
⎪
⎪
⎨
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( – 1)( ( ) – ( )) 0,
( ) > 0,
( ) > 0,
> 0,

1.
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f x
g x
a
a
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ж) {2; 16}. з) 

л) {2; 3}.

м) (–2; –1) ∪ (–1; 0). Р е ш е н и е. ООУ: Уравне�

ние преобразовывается к виду log|x||x + 2| = log–x(x + 2); 
с учётом ООУ получаем log–x(x + 2) = log–x(x + 2), а это
тождество на ООУ. Тогда ответом является просто ООУ.

XIII.110. а) Указание. Перейдём в обеих час�
тях уравнения к логарифмам по основанию 3, получим

Теперь очевидна замена t = log3x, кото�

рая приводит к легко решаемому уравнению 

Обратите ещё раз внимание на то, что переход к фикси�
рованному основанию есть равносильное преобразование,
поэтому ООУ здесь использовать не нужно!

Указание.

Переход к логарифмам по основанию 2 приводит урав�

нение к виду и после замены

t = log2x к дробно�рациональному уравнению 

ж) {1; 2}. з) {2}. Р е ш е н и е. Уравнение пре�

образуется к виду откуда 

lgx + lg(4 – x) – 1 = lg4 – 1 �
� lgx(4 – x) = lg4 � 4x – x2 = 4 � x = 2.

Проверка показывает, что x = 2 принадлежит ООУ.
XIII.111. Указание. Воспользоваться приёмом, кото�

рый мы назвали «предварительным логарифмированием»
(логарифмирование обеих частей уравнения по одному и
тому же фиксированному основанию).

Р е ш е н и е. Логарифмируя обе части уравне�

ния xlog3(3x) = 9 по основанию 3, получим (1 + log3x) 	

1
9

a) ; 3 .⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

lg(4 – ) – 1 1
lg lg

1 + (lg4 – 1) ,=
x
x x�

1
9

е) 3; .⎧ ⎫
⎨ ⎬
⎩ ⎭

26
( + 3)( + 2) + 1

.=
t t

t t t

2 2 2

2 2 2

6log log log

3 + log 2 + log 1 + log
=

x x x

x x x
�

6
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	 log3x = 2. Вводя замену t = log3x, находим t = –2 или 

t = 1, откуда или x = 3.

Указание. Прологарифмировать обе части

уравнения по основанию 10.

в) {20; 100}. г) 

XIII.112. б) {1000}. в) {1; 3}. г) {5}. 

д) 

XIII.113. а) {4}. б) {2}. в) ∅. г) {3}. 
д) {2}. Р е ш е н и е. Левая часть уравнения не больше 1

(log2(4x – x2 – 2) � 1), а правая часть не меньше 1 (2|x–2| �
� 1). Равенство возможно, лишь когда обе части уравне�

ния одновременно равны 1: 

XIII.114. а) {3}. б) {–1}. 

XIII.115. а) {16}. в) {3}. г) {–3; –6}. 

е) {–101; –2}. Указание. ООУ: x < –1. При этом в пра�
вой части уравнения получим 

ж) {1; 5}. 
XIII.116. а) {4}. Р е ш е н и е. Воспользуемся заменой 

t = xlog2x. Тогда t = log2xx или xx = 2t. Тем самым

Уравнение приобретает вид Левая
часть этого уравнения — строго возрастающая функция,
поэтому оно имеет не более одного корня. Подбором на�
ходим t = 8. 

Теперь решим уравнение xlog2x = 8. Переписав его 

в виде сразу видим, что уравнение имеет не бо�

лее одного корня. Подбором находим корень x = 4.
2

8
log = ,

x
x

22 + = 24.
t

t2( ) = 2 .
t

xx

2lg ( + 1) = lg | + 1| = lg(– – 1).x x x

1
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2
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⎪ ⎪⎩ ⎭
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x x

2
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2
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б) {1; 3}. 

XIII.117. а) 

г) {1; 6}. Указание. Ввести замену: u = log2x, v =
= log3x. Тем самым, u = vlog23. Получим систему

е) {22}. Указание. ООУ: x > 12. Ввести замену: 
u = lgx, v = lg(x – 12). Уравнение приобретёт вид uv = u +
+ v – 1.

XIII.118. а) (1; 3). б) [–7; –6) ∪ (0; 1]. в) 

г) [–5; –4) ∪ (0; 1]. д) [1; 3). е) (1; 2].

XIII.119. а) 

г) (0; 2).

XIII.120. а) в) [2; +�). 

г) (–�; –1). д) [–9; 0) ∪ (0; 1). е) (1; 2) ∪ (2; 11].

XIII.121. а) 

в) (0; 1).

Указание. Воспользоваться тем, что выра�

жения logaf(x) и (a – 1)(f(x) – 1) имеют одинаковые знаки
там, где определено первое.

д) (–1; 0) ∪ (0; 1). е) ∅. з) 

к) (–�; 1)
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1; .⎛ ⎞
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XIII.122. а) (1; 5] ∪ [25; +�). 

в) (1; 81). д) (0; 1) ∪ (2; +�).

XIII.123. а) б) (0; 1]. в) 

Указание. Переписать неравенство в виде

Заметить, что а поэтому

знаменатель дроби заведомо отрицателен, и неравенство
равносильно следующему: x + 2 � log3(9 – 3x). 

XIII.124. а) Указание. Поскольку выражения

log6xx и (6x – 1)(x – 1) имеют одинаковые знаки при 

x > 0, (равно как и выражения log3xx и (3x – 1) 	

	 (x – 1) при x > 0, ), исходное неравенство равно�

сильно системе

XIII.125. а) б) (–2; 0). в) 

г) (0; 1) ∪ [8; +�). д) (1; 2].
е) (1; 2). Указание. Неравенство равносильно следую�

щему: Замена t = logx(x + 2)

приводит неравенство к виду 

ж) (1; 2) ∪ (2; +�). 

2
+ > 3.

t
t

2
log ( + 2)

log ( + 2) + > 3.x
x x

x
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Указание. Перепишем неравен�

ство в виде и перейдём к равносильной

системе 

XIII.126. Замечание. Напомним, что основной приём
при работе с показательно�степенными уравнениями и 
неравенствами — предварительное логарифмирование по
произвольному фиксированному основанию.

г) (10; +�). д) (0; 1). 

XIII.127. Указание. Воспользоваться свойствами функ�
ций (как правило — монотонностью). 

а) (3; +�). б) [9; +�). в) (–�; 1).

XIII.128. а) в) (–�; –7) ∪

∪ (–5; –2] ∪ [4; +�). г) [1; 9]. д) 

XIII.129. а) (0; 3). Указание. При x � 0

неравенство решений не имеет. Поэтому рассматриваем
только x > 0. Теперь неравенство можно переписать 
в виде 

в) [2; 3]. г) (0; 1) ∪ (3; +�). 

XIII.130. а) б) (0; 1]. 

Предлагаем расширить эту серию, добавив ещё две за�

дачи: Приведём

ответы: г) (0; 1] ∪ [16; +�). д) (0; 1) [ 32; + ).∪ �
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XIII.131. Указание. Уравнение

равносильно системе которую удобно ре�

шить графически в плоскости (x; a) (рис. 13.15).

XIII.132. Указание. Решать за�

дачу графически в плоскости (x; a) (рис. 13.16).

XIII.133. Указание. Решать графически в плос�

кости (x; a) (рис. 13.17).
XIII.134. a � –6. Указание. Решать графически в плос�

кости (x; a). 
Замечание. Полезно сравнить условие с условием зада�

чи XIII.133. Чрезвычайно похоже, но результаты разные.
Эти номера удобно давать на самостоятельной работе (на
два варианта).

XIII.135. 

Указание. Ре�

шать графически в плоскости 
(x; a).

XIII.136. Если a � 0 или a = 1,
то уравнение не имеет смысла; ес�
ли a ∈ (0; 1) ∪ (1; 2) или a = 3, то
x = a + 2; если a ∈ (2; 3) ∪ (3; +�),
то x1 = a + 2, x2 = a – 2; если 
a = 2, то x ∈ ∅.
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XIII.137. а) Если a � –1, то если

то если то x ∈ ∅; если

то если a � 0, то x ∈ (0; 1). б) Если

a < 3, то если 3 < a < 4, то 

если 4 � a < 5, то x ∈ (–2; 2 – a); если a > 5, то x ∈ ∅.
в) Если a � –8 или a = –2, то x ∈ ∅; если –8 < a < –3,

то если –3 � a < –2, то 

если a > –2, то г) Если a � –2 или a = 0, то 

x ∈ ∅; если –2 < a < 0, то если a � 0,

д) Если то x ∈ ∅; если то

если |a| < 1, то 

Указание. Нера�

венство равносильно системе

Границы в первом неравен�
стве системы представляют со�
бой две окружности: x2 + a2 = 2
и (x – 1)2 + a2 = 1, причём пер�
вая из этих окружностей изображается штриховой лини�

ей (в силу условия ). См. рисунок 13.18.

XIII.138. а) {(5; 1); (3; 3); (4; 2)}. б) {(3; 2)}. в) {(3; 5)}.

г) {(2; 8)}. д) Указание. Ввести замену u = x, 

v = 2y. е) {(0; 3); (3; 0)}. Указание. Ввести замену u = 3x,
v = 3y.
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XIII.139. а) {(2; 4); (4; 2)}. б) {(8; 2)}.

Указание. Замена u = 2x + y, v = 2x – y

приводит систему к виду 

г) {(3; 9); (9; 3)}. д) {(512; 1)}. Указание. Замена 

u = log2x, v = 3y приводит к системе 

Указание. Ввести замену u = lgx, 

XIII.140. а) 

в) {(x; x): x ∈ (0; +�)}. Р е ш е н и е. Логарифмируя оба

уравнения системы, получаем Сложим 

и вычтем уравнения системы, получим

Поскольку x > 0 и y > 0, то x + y 
 0. Тогда из первого
уравнения y = x (при x > 0), что является также решени�
ем и второго уравнения.

XIII.141. а) {(4; 16)}. б) {(4; 16)}. 

Указание. Из условия следует, что 

x – y > 0, x + y > 0, xy 
 �1. Перепишем систему в виде

Отсюда следует Замена u = x2 + y2,

v = xy приводит систему к виду 
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XIII.142. а)

Р е ш е н и е. Из условия x, y,
z > 0. Очевидное решение — тройка (1; 1; 1). Далее, если
x 
 1, то из первого уравнения z 
 1, а тогда и y 
 1.
Пусть теперь x, y, z 
 1. Прологарифмируем все уравне�

ния системы Из двух первых уравнений

xlny = ylnx. Подставим сюда вместо lnx выраже�

ние из последнего уравнения ylny: xlny = y2lny. Посколь�
ку lny 
 0, отсюда x = y2. Тогда последнее уравнение си�
стемы может быть переписано в виде ylny = lny2; ylny =
= 2lny; y = 2. Значит, x = 4, а из первого уравнения си�

стемы откуда 

§ 87. Тригонометрические уравнения 
и неравенства

Так же как и в разделах задач, связанных с иррацио�
нальными, показательными и логарифмическими уравне�
ниями и неравенствами, сначала рассматриваются уравне�
ния, затем неравенства, уравнения и неравенства с пара�
метрами, и лишь в завершение — системы уравнений. Это
происходит по двум причинам. Во�первых, приёмы реше�
ния систем практически везде одинаковы и сводятся в ос�
новном к решению набора уравнений, о чём упоминается
в п. 4 § 87. А во�вторых, эти технически нагруженные и
объёмные задачи имеет смысл давать на отработку имен�
но в конце как своего рода вариант для закрепления и
обобщения материала.

Принципиально новым моментом для учащихся в этом
очень обширном параграфе будет решение тригонометри�
ческих неравенств методом интервалов на тригонометри�
ческом круге. Здесь совершенно необходимо добиться пол�
ного понимания основного алгоритма и относительно сво�
бодного применения метода. Новшеством (и достаточно
трудно усваиваемым разделом) окажутся также уравне�
ния и неравенства, связанные с обратными тригонометри�
ческими функциями. Этот раздел не имеет такого 
большого веса, и при нехватке времени им можно по�
жертвовать, ограничившись ознакомлением и общим по�
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ниманием происходящего (т. е. не добиваясь стабильного
навыка решения таких задач). Вообще задач к этой теме
избыточно много, сюда включено множество задач всту�
пительных экзаменов в вузы. Учитель может сам отобрать
задачи и циклы задач на свой вкус, не стараясь охватить
все, но обратив внимание на задачи с отбором корней и
так называемую «смешанную тригонометрию (иррацио�
нально�тригонометрические, логарифмически�тригономет�
рические и другие уравнения и неравенства).

Задания к этой части начинаются с повторения стан�
дартных методов решения тригонометрических уравне�
ний, рассмотренных в курсе 10 класса.

Задачи XIII.153 представляют собой набор простейших
упражнений, приведённый для напоминания основных
приёмов работы с множествами на плоскости, задаваемы�
ми неравенствами с двумя переменными. Серия нера�
венств XIII.154 включает в себя различные аспекты при�
менения метода интервалов на тригонометрическом круге
и предназначена для работы в классе (с разбором и ком�
ментарием учителя). При этом можно, например, разби�
рать пункты а), в), д), ж), и), а оставшиеся неравенства
предоставить для самостоятельного решения тем учащим�
ся, которые готовы работать без посторонней помощи. 
Задачи XIII.155—XIII.156 предназначены для отработки
метода интервалов на тригонометрическом круге (все осо�
бенности применения которого обсуждались в задаче
XIII.154). Их можно использовать для домашних заданий
и самостоятельной работы. При решении неравенств
XIII.155 можно воспользоваться уже решёнными уравне�
ниями из задачи XIII.144. В уравнениях задачи XIII.159
используются те же стандартные приёмы, что и ранее. Од�
нако техническая часть усложняется и, кроме того, тре�
буется отбор корней.

Решения и указания к задачам
XIII.143. Указание. Уравнения привести к уравнениям

относительно одной функции одного и того же аргумента.

XIII.144. Указание. Уравнения решаются разложением
на множители.
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XIII.145. 

Р е ш е н и е. Необходимо учесть

ООУ и произвести отбор корней (лучше всего на три�
гонометрическом круге). Действительно, уравнение

равносильно системе 

Отбирая корни, получаем ответ в виде

двух серий 

XIII.146. Указание. Уравнения этой серии приводятся
к однородным. При этом следует обратить особое внима�
ние на случай, когда выражение, на которое мы делим
обе части уравнения, равно нулю (иначе есть опасность
потерять такие решения).

(может встретиться ответ в виде
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XIII.147. Указание. Решение следует начинать с пре�
образования произведения тригонометрических функций
в сумму.

XIII.148. Указание. Воспользоваться формулами сло�
жения одноимённых функций с последующим разложени�
ем на множители.

XIII.149. Указание. Здесь следует использовать метод

вспомогательного аргумента. 

XIII.150. Указание. Восполь�

зоваться заменой t = sinx + cosx. 

Р е ш е н и е. Введём замену t = cosx –

– sinx, тогда sin2x = 1 – t2. Получаем уравнение |t| = 3 –
– 2t2. Найдя отсюда t = �1, возвращаемся к переменной x:
sin2x = 0.

Указание. Вос�

пользоваться заменой t = sinx – cosx. В конце решения
появляется необходимость отбора корней: из условия

следует, что sinx > cosx. 

XIII.151. Указание. Решить неравенства на тригоно�
метрическом круге.

XIII.152. Указание. Неравенства этой серии удобнее
решать с использованием графиков функций y = tgx
и y = ctgx.
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XIII.153. а)—е) См. рис. 13.19.

XIII.154. 

Указа	

ние. В отличие от предыдущих пунктов здесь главный пе�
риод левой части неравенства равен 4π.
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Указание. Воспользо	

ваться заменой 

Указание. Корни чис	

лителя дроби, стоящей в левой части неравенства:

корни знаменателя дроби: Не	

посредственно на тригонометрическом круге видно, что
промежутки, входящие в ответ, симметричны относитель	
но центра круга (это видно также из формул корней чис	
лителя и знаменателя дроби, задающих концы этих про	
межутков). Поэтому полуинтервалы в ответе периодичны
с периодом π.
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XIII.155.

XIII.156. 

Указание. Обратить внима	

ние на кратные корни 
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Указание. Ввести замену t = tgx. Тогда 

XIII.157. а) ∅. б) ∅. 

XIII.158. 

XIII.159. 

XIII.160. Указание. Использовать ограниченность вы	
ражений, входящих в уравнение.

а) {2πn: n ∈ Z}. 

XIII.161. а) ∅. 

XIII.162. Указание. Воспользоваться ограниченностью
входящих в уравнение выражений (вкупе с некоторыми
специальными приёмами).

Р е ш е н и е. Воспользуемся мето	

дом вспомогательного аргумента для преобразования 

левой части уравнения: 

(Впредь, когда это не является необходимым элементом
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решения, мы не будем уточнять, чему равен аргумент ϕ.)
Оценим множители в левой части уравнения:

Очевидно, левая

часть равна только в том случае, когда одновремен	

но и sin(x + ϕ) = –1, т. е. имеет место

система Из первого уравнения найдём

cos4x = �1 и подставим в исходное уравнение.

1) Итак, Решив второе уравнение

(кстати, попутно получится, что найдём

Но при этом оказывается, что cos4x = –1, 

и, следовательно, система решений не имеет.

Решая второе уравнение, нахо	

дим Очевидно, все эти числа являются ре	

шениями системы и исходного уравнения.

Указание. Решение аналогично ре	

шению задачи XIII.162 а).

Р е ш е н и е. Заметим, что уравне	

ние можно рассматривать как квадратное относительно
sinx. Замена t = sinx приводит уравнение к виду

Дискриминант в этом уравнении непо	

ложителен: D = sin23x – 1 � 0. Но это означает, что урав	
нение может иметь решение лишь при D = 0, т. е.
sin23x = 1. Разберём по отдельности два случая, подстав	

ляя sin3x = �1 в квадратное уравнение. 1) 

Тогда и, следовательно, Решениями по	1
2

sin3 = 1,

sin = .

x

x

⎧⎪
⎨
⎪⎩

1
2

= ,t

2 1
4

sin3 = 1,

– + = 0.

x

t t

⎧⎪
⎨
⎪⎩

2 1
4

– sin3 + = 0.t x t�

6
в) + : .n nπ⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

π ∈ Z�

3
б) + 2 : .n nπ⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭

π ∈ Z

4
= – + 2 .x n

π π

cos4 = –1,
2)

sin + cos = – 2.

x

x x
⎧
⎨
⎩

3
4

= – + 2 .x n
π π

4
= ),

πϕ

cos4 = 1,

sin + cos = – 2.

x

x x
⎧
⎨
⎩

21 + cos 4 = 2,
sin( + ) = –1 .

x
x

⎧⎪
⎨

ϕ⎪⎩

21 + cos 4 = 2x

– 2

21 1 + cos 4 2 –1 sin( + ) 1.x x⇒ ϕ� � � �

267



следней системы являются числа вида или

(отбор легко провести на тригонометри	

ческом круге). 

Решениями этой системы являются числа 

или Результат пунктов 1) и 2) полез	

но изобразить на одном круге, тогда можно увидеть более
компактную форму ответа.

г) {π + 2πk : k ∈ Z}. Указание. Решение аналогично
решению задачи XIII. 162 в). 

XIII.163. 

XIII.164. а) 

Указание. Ре	

шение аналогично решению задачи XIII. 164 а).

XIII.165. Указание. Задачи этой серии объединяет фор	
ма и методы решений: речь идёт об иррационально	триго	
нометрических уравнениях.

Указание. Ввести замену 

Указание. Ввести замену 

n n n
4

к) ; + : .
π⎧ ⎫

⎨ ⎬
⎩ ⎭
π π ∈ Z

n n
2
3

и) + 2 : .
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π ∈� Zn n n
3

2 4
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2

= sin .
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⎩ ⎭

π π ∈ Zn n
5 – 1

2
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2
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n n
n

1 1 1 1
2 3 2 2 3 2
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π π⎛ ⎞

⎜ ⎟⎝ ⎠ ∈ Z

n n n n
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⎨ ⎬
⎩ ⎭
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5
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6
= – + 2x k

π π
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Указание.

Уравнение равносильно системе За	

мена t = sinx + cosx приведёт первое уравнение системы к
виду t4 – 2t2 + t = 0. Второе уравнение системы имеет

корни t1 = 0, t2 = 2 и Но поскольку из систе	

мы очевидно, что t > 0, значение отбрасывается

сразу. Разбор случаев t = 0 и t = 1 не представляет труда.

Пусть Это наиболее неприятный случай, по	

скольку проверка второго неравенства системы для значе	

ний или 

оказывается весьма затруднительной. Поступим так:

Теперь ясно, что достаточно проверить выполнение 

условия Ему удовлетворяет серия x1 и не

удовлетворяет x2.

Указание. Уравнение равносильно

смешанной системе 

XIII.166. а) {π + 2πn: n ∈ Z}. Указание. Ввести замену
u = cosx, v = cosx.

Указание. Уравнение равносильно сиc	

теме

Указание.

Уравнение равносильно системе
⎧
⎨
⎩

cos2 + sin = cos2 + sin ,
cos2 + sin 0.

x x x x x x
x x x �

n n n n
3 11 7
2 6 6

в) 1; – 2 ; – + 2 ; – + 2 : .
π π π⎧ ⎫
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⎩ ⎭

π π π ∈ N

⎧
⎨
⎩
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x �

n n
21
16

+ 2 : .
π ⎫

⎬
⎭

π ∈ Z

11 9 13
8 8 16 16 16

б) – + 2 ; + 2 ; + 2 ; + 2 ; + 2 ;n n n n n
π π π π π⎧
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2
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⎩ ⎭

π ∈ Z

4
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⎜ ⎟⎝ ⎠
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2 4
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4 2
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2 4
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2
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2

=t

3,4

–1 5
2

= .t
�

⎧
⎨
⎩

2sin + cos = cos 2 ,
cos2 0.

x x x
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Указание. Уравнение равносиль	

но системе 

XIII.167. а) n ∈ Z. 

n ∈ Z. 

n ∈ Z. 

n ∈ Z. 

XIII.168. а) 

XIII.169. а)

XIII.170. а) ∅. Р е ш е н и е. Воспользуемся тем, что
и преобразуем уравнение к виду

Очевидно, такое уравнение корней не 

имеет.
б) ∅. Указание. Решение аналогично решению XIII.170

a).

Р е ш е н и е. Введём замену y = arcsinx, тог	

да siny = x и y ∈ При этом 

Уравнение приобретает вид y y
22
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2
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Решая это уравнение, находим или Возвраща	

ясь к старой переменной, получаем или 

Р е ш е н и е. Перепишем уравнение

в виде и обозначим для удоб	

ства Отсюда 

Поскольку по определению и то

, и уравнение можно переписать в виде

Отсюда находим 

Р е ш е н и е. Перепишем уравнение в виде

(нужно ещё проверить, что это значение попало в

ООУ: |3x – 1| � 1).
ж) {0; 1}.
з) {0; �1}. Р е ш е н и е. Введём замену y = arctgx. Тогда

tgy = x и Уравнение примет вид arcsinx = 2y.

Отсюда x = sin2y; Решая это урав	

нение, находим x = 0 или x = �1. Очевидно, все эти зна	
чения являются решениями исходного уравнения.

Р е ш е н и е. Способ 1. Из уравнения следу	

ет, что x = sin(arcctgx) ⇒ x2 = sin2(arcctgx). Пусть y =

= arcctgx, тогда ctgy = x

Следовательно, откуда находим

Проверка показывает, что подходит 

Способ 2. Воспользуемся определениями арксинуса и
арккотангенса. Обозначим arcsinx = y. По определению

5 – 1
2

= .x
5 – 1

2
= .x �

2
2
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+ 1
= ,

x
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+ 1
= .
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2 2 2
2
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5 – 1
2

и) .
⎧ ⎫⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭
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4
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2
– arcsin(1– 3 ) arcsin(3 –1) +x x
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1
4
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⎨ ⎬
⎩ ⎭

1
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= – .x26 = – 1 – 108 .x x
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– ; ,ysin = 6 3y x

2
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π⎛ ⎞
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это означает, что siny = x и С другой стороны,

из исходного уравнения y = arcctgx, что означает по оп	
ределению, что ctgy = x и y ∈ (0; π). Из этих соотношений

получаем Решая первое уравнение, находим

Отсюда, с учётом ограничения по	

лучаем Но siny = x, поэтому 

к) {�1}. 

м) {0; �1}. Р е ш е н и е. Обозначим и

Тогда (знак косину	

са выбран в связи с тем, что ). Аналогично

Возьмём синус от обеих частей

уравнения, получим sin(y + z) = x ⇒ sinycosz + cosysinz =

Решая последнее, на	

ходим x = 0 или x = �1. Необходимо убедиться, что все
эти числа являются корнями исходного уравнения.

н) {–2}. Р е ш е н и е. Обозначим Тогда из

уравнения следует cos2y = x + 3 ⇒ 2cos2y – 1 = x + 3 ⇒

Из последнего уравне	

ния x = 4 или x = –2, но x = 4 — посторонний корень (из
условия |x + 3| � 1).

Указание. Взять синус от обеих частей

уравнения. р) [0; 1].

Р е ш е н и е. Перепишем уравнение в виде

3arccosx = 2arcsin2x и возьмём косинус от обеих частей

1
2

с) .⎧ ⎫
⎨ ⎬
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2 4
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3
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arcsin = .
x

z

2
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x
y

1
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5 – 1
2

= .x
2

5 – 1
2

sin = 1 – .y
⎛ ⎞
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2
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2
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2
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0; .
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π π⎡ ⎤∈ ⎢ ⎥⎣ ⎦2 2
– ; .y

272



уравнения. При этом поскольку cos3α = 4cos3α – 3cosα, 
то cos(3arccosx) = 4x3 – 3x. Далее, если arcsin2x = y, то
siny = 2x, а cos(2arcsinx) = cos2y = 1 – 2sin2y = 1 – 8x2.
Таким образом, получаем уравнение 4x3 – 3x = 1 – 8x2,

имеющее корни или Корень 

отбрасываем сразу, поскольку это число меньше –1. Ко	

рень тоже не подходит, поскольку это отрица	

тельное число, и при подстановке в исходное уравнение 

левая и правая части имеют разные знаки. А вот 

действительно является корнем исходного уравнения.
Замечание. Проверка здесь проще, нежели учёт всевоз	

можных ограничений в попытках сохранить равносиль	
ность переходов.

т) {–1}. Р е ш е н и е. Решение почти аналогично реше	
нию предыдущей задачи, но существенные сложности воз	
никают в связи с проверкой (проверка здесь необходима:
поскольку мы рассматриваем уравнение cos2α = cos3β, где
α = arccosx, на отрезке [0; 2π], то может ока	

заться, что α = 2π – β). Сомнительный корень, который не

удаётся проверить прямой подстановкой: При	

ходится учитывать, что по условию 

а отсюда (в силу того что арккосинус — убывающая функ	

ция) и x < 0. Значит, — посторонний

корень.

Р е ш е н и е. Рассмотрим сначала левую часть уравнения:
cos(2arccosx) = 2x2 – 1 (|x| � 1). Тогда уравнение примет
вид 2x2 – 1 = arcsin(cosx). Отсюда 

sin(2x2 – 1) = cosx ⇒ sin(2x2 – 1) =

n ∈ Z. 

При этом должны выполняться неравенства –1 � x � 1
и –1 � 2x2 – 1 � 1. Неравенства выполняются только при

2 2

2 2

2 2

2 2

2 – 1 = – + 2 , 2 – 1 + = + 2 ,

2 – 1 = + + 2 2 – 1 – = + 2 ,

x x n x x n
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2
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2
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n = 0. Таким образом, остаётся решить совокупность

уравнений не забыв и здесь про оконча	

тельный отбор.

ц) {0; 1}. Решение. ООУ: Введём за	

мену t = arccosx; тогда Уравнение приоб	

ретает вид Если каждую часть

уравнения обозначить одной и той же буквой y, то

Поскольку sin2y + cos2y = 1, то

Отсюда находим t = 0 или 

Воспользовавшись прямой подстановкой, убеждаемся, что
оба значения подходят. Возвращаясь к старой переменной
и решая уравнения arccosx = 0, получаем 

ответ.
XIII.171. а) {1}. Указание. ООУ задаётся системой не	

равенств Решение этой системы составляет един	

ственное число x = 1. Прямая проверка показывает, что
это число является корнем уравнения.

б) {1}. Р е ш е н и е. Воспользуемся монотонностью функ	
ций. В левой части уравнения стоит строго возрастающая
функция y = arcsinx, а в правой — строго убывающая, по	
этому уравнение имеет не более одного корня. Очевидный
корень: x = 1.

в) {10π + 20πk: k ∈ Z}. 

XIII.172. а) 

д) (–�; 1].  е) (–�; 0]. ж) з) [–1; 0).

и) к) (1; +�). л) (0; 1]. 
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XIII.173. a ∈ (–�; –7] ∪ {–5} ∪ (–3; +�). Р е ш е н и е.
Второе уравнение приводится к виду 

sin2x(sin2x – 1)

Решения первого уравнения даются совокупностью

а второго — совокупностью 

Ясно, что множество решений первого уравнения явля	
ется подмножеством множества решений второго. Урав	
нения окажутся равносильны, если их множества реше	
ний совпадут, т. е. в данном случае либо уравнение

не имеет корней, либо его корни входят в

множества решений первых двух уравнений. Первая си	

туация возникает, если или (уравне	

ние не имеет корней в силу ограниченности синуса). Вто	

рая ситуация имеет место, если или 

Обратите внимание на то, что решать сами уравнения
sin2x = 0 и sin2x = 1 не потребовалось. Запись решения
оказалась бы короче и содержательнее, если бы мы ввели
замену t = sin2x, не забыв указать ограничение: –1 � t � 1.

XIII.174. a ∈ (–�; 0) ∪ {2; 3} ∪ (4; +�). 
XIII.175. a ∈ (–�; 1) ∪ {3; 4} ∪ (5; +�). 

XIII.176. Ука�
зание. Первое уравнение приводится к виду cos2x =

а второе — к виду Здесь особенно

важно не забыть, что уравнения равносильны и в том слу	
чае, когда они не имеют решений, т. е. их множества ре	
шений пусты (это очень коварный момент, который час	
то упускается из виду). В предыдущих трёх задачах это
было несущественно, поскольку уравнения заведомо име	
ли непустые множества решений! Здесь же уравнения рав	

носильны, если одновременно и Кро	

ме того, уравнения равносильны, если (прове	

рять, что оба числа не превосходят 1, необязательно).
XIII.177. a = 0. Р е ш е н и е. По определению число π

будет периодом функции f тогда и только тогда, когда для
всех x ∈ D(f) выполняется f(x + π) = f(x). Возьмём, напри	
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мер, Для этого значения должно выполняться ра	

венство т. е. что воз	

можно только при a = 0. А при a = 0 наша функция пре	
вращается в функцию f(x) = –tgx, которая действительно
периодична с периодом π (после выяснения, чему может
быть равно a, необходимо убедиться, что оно на самом де	
ле будет периодом).

XIII.178. a = 0. 
XIII.179. (–1; 0), (0; 0), (1; 0). Р е ш е н и е. По условию

равенство должно выполняться при всех x ∈ R. Положим
x = 0. Тогда исходное уравнение sin(ax + b) = asinx + b
превратится в уравнение sinb = b, которое, как известно,
имеет единственное решение b = 0. Значит, общий вид
уравнения sinax = asinx. Заметим, что из этого уравнения
в силу ограниченности синуса следует, что |a| � 1. Поло	
жим теперь x = π. Получим sinaπ = 0; aπ = πn ⇒ a = n,
n∈ Z. Отсюда, с учётом условия |a| � 1, a = �1 или a = 0.

XIII.180. (0; 0), (1; 0). Р е ш е н и е. Положим x = 2π.
Тогда b2 = cos(2aπ + b2) – 1. Левая часть уравнения неот	
рицательна, а правая неположительна, и равенство воз	
можно только при b = 0. При этом правая часть тоже рав	
на нулю, т. е. cos2aπ = 1, откуда 2aπ = 2πn ⇒ a = n, n ∈ Z.

Вернёмся к исходному равенству. Оно имеет вид 
a(cosx – 1) = cosax – 1. Заметим, что отсюда, в силу огра	
ниченности косинуса, 0 � a � 2. Поскольку а — целое
число, то может быть a = 0, или a = 1, или a = 2. При 
a = 0 и a = 1 действительно получаются тождества, а вот
при a = 2 — уравнение cos2x – 2cosx = –1. Нетрудно убе	
диться в том, что это уже не тождество, подставив, на	
пример, 

XIII.181. Если a = 0, то x ∈ R, k ∈ Z; если 

a > 0, то k ∈ Z; если a < 0, то 

k ∈ Z. Р е ш е н и е. Перепишем уравнение в виде

Рассмотрим три слу	

чая. 1) a = 0. Тогда обе части равны нулю на ООУ, т. е.
при k ∈ Z.

2) a > 0. Уравнение приобретает вид 

Отсюда (sin2x –5cos2x)2 = 3cos2x + 5sin2x ⇒2= cos 3 + 5tg .x x
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⇒18cos4x – 5cos2x – 2 = 0 ⇒ Про	

верка показывает, что подходит только Таким

образом, в ответ войдёт серия k ∈ Z.

3) a < 0. В этом случае получаем серию 

k ∈ Z.

XIII.182. Если –1 < a < 1 или то уравнение
имеет два корня; если a = 1, то три корня; если a > 1,

то четыре корня. Р е ш е н и е. Уравнение преоб	

разуется к виду 

Первое уравнение имеет на отрезке [0; π]

два корня: Второе уравнение при |a| < 1 и при 

a < –1 не имеет корней на отрезке [0; π], а при a � 1 урав	

нение можно переписать в виде Чтобы выяснить

количество корней исходного уравнения, отметим на три	

гонометрическом круге точки и будем двигать гори	

зонтальную прямую Найдём количество точек

пересечения этой прямой с окружностью и совпаде	
ние этих точек с уже отмеченными на окружности точ	
ками.

XIII.183. 

XIII.184. a = 8k или k ∈ Z. 

XIII.185. Если то x = πn, n ∈ Z; если то 

x = πn или n ∈ Z.

XIII.186. Если или a > 2, то n ∈ Z;

если то или 
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или n ∈ Z. Р е ш е н и е. Уравнение

можно привести к виду

Оно равносильно совокупности 

Первое уравнение всегда имеет решение n ∈ Z.

Второе уравнение можно переписать в виде (a + 2)sin2x =
= 2a. При a = –2 оно решений не имеет; при a � –2 полу	

чаем Последнее уравнение имеет решение

только при условии откуда 

Замечание. Если решать уравнение с использованием
замены t = sinx + cosx (тогда оно приобретает вид

), то получим совокуп	

ность Тогда ответ получится в виде: 

если или a > 2, то n ∈ Z; если 

то или n ∈ Z.

XIII.187. Если a = 0, то x = πn, n ∈ Z; если a = �1, то
n ∈ Z; если a � 0; �1, то x ∈ ∅. Р е ш е н и е. Рас	

смотрим уравнение как квадратное относительно tgx

и найдём его дискриминант. Число не	

положительно, следовательно, уравнение имеет корни

только при т. е. при a = 0 или cos24x = 1. Рассмот	

рим три случая. 1) a = 0. Уравнение приобретает вид 
tg2x = 0. Тогда x = πn, n ∈ Z.

2) cos4x = 1. Тогда Решения второго

уравнения доставляются серией n ∈ Z, но, с учётом

области определения, ( k ∈ Z) остаётся только2
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x = πn, n ∈ Z. А тогда tgx = 0 и a = 0, т. е. мы получили
то же, что в предыдущем пункте.

3) Пусть теперь cos4x = –1, тогда 

XIII.188. Если a < –1, то нет корней; если –1 � a < 1,
то два корня; если a = 1, то один корень; если a > 1, 
то нет корней. Указание. Ввести замену t = cosx,

Заметить, что при этом t ∈ [–1; 0], а уравнение

cosx = t имеет одно решение при t = –1 и два решения
при каждом t из полуинтервала (–1; 0]. 

XIII.189. Если то корней нет; если то

два корня; если то четыре корня; если 0 < a < 1,

то два корня; если a = 1, то один корень; если a > 1, то
корней нет. 

XIII.190. Если a < –1, то корней нет; если a = –1, то

один корень; если –1 < a � 0, то два корня; если 

то три корня; если то два корня; если то кор	

ней нет.
XIII.191. Если 0 < a < 1, то два корня; если a = 1, то

три корня; если то четыре корня; если 

то три корня; если то четыре корня. 

XIII.192. a ∈ [–8π; –6π] ∪ [6π; 8π]. Указание. Из урав	

нения следует, что k ∈ Z. Последнее урав	
нение удобно решать графически в плоскости (x; y). Рас	

смотреть семейства функций и y = 2πk, k ∈ Z.
Первое представляется семейством полуокружностей с
центром в начале координат и радиусом r = |a|. Второе за	
даёт семейство прямых, параллельных оси абсцисс.

XIII.193. 

XIII.194. Указание. Ввести замену t = tgx,

Исследовать неравенство на
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интервале с помощью координатной плоско	

сти (t; a).

XIII.195. 

XIII.196. Если где n, k ∈ Z, то 

если то решений нет. Указание. Уравнение рав	

носильно системе 

XIII.197. 

XIII.198. а) 

XIII.199. а) Указание.

Ввести замену t = sinx + cosx. 

Указание. При за	

мене t = sinx + cosx уравнение приобретает вид

XIII.200. Указание. Замена 
t = sinx + cosx приводит уравнение к виду

XIII.201. Если a = 1, то n ∈ Z;

если a = –1, то n ∈ Z; если a < –1, то

n ∈ Z; если a > –1, a � 1, то n ∈ Z.

XIII.202. Указание. Системы решаются подстановкой.
Имеет смысл обратить внимание учащихся на употребле	
ние разных и одинаковых целочисленных параметров k,
n (выяснить ещё раз, когда это необходимо, а когда не
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принципиально). В пунктах а) и б) переменные x и y не
связаны непосредственно алгебраическими соотношения	
ми, например в пункте а) система принимает вид

поэтому буквы используются разные. А вот 

в пунктах в) и г) второе уравнение системы даёт линей	
ную зависимость между x и y (например, в пункте в)

), поэтому букву можно использовать только одну:

если то n ∈ Z, а не 
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или, что то же самое,

XIII.204. а) {(a + 2πn; �b + 2πk); (π – a + 2πn; �b +

+ 2πk) : n, k ∈ Z}, где 

XIII.205.
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XIII.206. a = π или a ∈ [2π; +�). Р е ш е н и е. Уравне	
ние |x| + |y| = a представляется на плоскости (x; y) семей	
ством «раздувающихся» квадратов с вершинами на осях
координат, а образ уравнения sin(x + y) = 0 — это семей	
ство параллельных прямых вида y = –x + πn, n ∈ Z
(рис. 13.20).
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