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2x   y = x    

   ( . 2),      y = 

1

3x    
y = 3 x  ( . 3).        -

  179. 

 

 
. 2 

 

 

 
. 3 

 

        -
       ,  

 ё         -
   180—181. 

       -
  (   ),  -

 (    182)    -
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      1143 (1), 1146, 183, 187  
  1206, 1205 (3), 167, 189. 

        -
       

   . ,    -
     —     -

,  ,   
1

3x  = x
2 – 1    

( . 4),   
1

3x  = (x – 1)
2 —   ( . 5). 

 

                          
 

                   . 4                                                              . 5 

 

        
  ,       

(   § 10,   ): 
1. 11 1x x  [ 10 2x x ]. 

2. 2 1 1x x   [ 3 4 2x x ]. 

3*. 2 5x   [ 3 2x ]. 

4*. 2 2x x  [ 4 4x x ]. 

. 
1. x = 5 [x = 6]. 

2. x1 = 0, x2 = 4 [x1 = 0, x2 = 4]. 

3*. 2  x < 27 [3 ≤ x < 7]. 

4*. x = 2, x ≥  3 [x = –4,  x  –3]. 

         
,     «  !». 

     1381, 1398, 1399 

  «    »;  «   
», . II, «    ». 
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 III.   
 

         
    ,    -

;        
  . 

      ,   
      ,   

   . ,   -

     m(R) = 
4

3
R

3.     

  ,      ё  -
 ,   ,    . 

    . , -
       

m(t) = m0
1

2

t

T .       -

. 
 11   ,    ( ) 
   ё . ,  -

   ,   . 
   y = a

x
    

    . ,  
 y = a

x,  a > 1,    : «  x1 < x2,  
1 2x x

a a    a > 1». 
        ё 

 :   —   , -
  —  ,  (  ), -
  1  x = 0.      -

    ё     x. 

    a
x 

= a
b,  a > 0,  

a  1,    : «  1 2x x
a a ,  x1 = x2». -

,   2x 
= 8,  2x 

= 2
3,  x = 3. ,  -

   (      x = 3),  
    : «  x < 3,  2x 

< 2
3
, 

  x > 3,  2x 
> 2

3».  ,    
2

x 
< 8   x < 3,   2x 

> 8 —    
x > 3. 

      -
   .   a

x 
= b    

a
x 

< b  a
x 

> b   ;   
   . ,   2x 

= 3, -
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 x = log2 3;   2x 
> 3,  x > log2 3 (   

     2). 
         

   ,     
.          

  : ,   
,    . . 

   : 
—    ;    

   ; 
—     ( ,  

  )    . 
   : 

—    ,   -
 ,       

; 
—         

 . 
   : 

—   ; 
—   ,    

  ; 
—      

. 
    I I I     

     ,   ё 

     246—254, 262    « -
 !»;  ё     -

  255—257, 259, 260. 

 

§ 11.   , ё     
(2 / 2 ) 

   —   -
 ;      -
     . 
      -

   I    .   
 ,    . 72,    
    : 
1.      a > 0: 

1) a
3
a

–5

1

2a ; 2) 
3 2 2:a a ; 3) 

1

2

2

3

a a

a

; 
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4) 3 3( )a ; 5) 

1
6 3( )a a

–2
. 

2.   : 

1) 
7

78

(2 )

2
; 2) 

6
4 52

2 3 .
3

 

3.   : 

1) 
31,3 ; 2) 0,7

–5
. 

4. :  

1) 0,9
7
  0,96

; 2) 

1

2
 

 
1

3 . 

        ё 

.    , ,      
 6 : 

1)  ,      ; 
2)       ; 
3)  ,     -

 ( ) ; 
4)   ( ) . 
 

 
 

. 6 

 

   ,  ё , 
     ,   -

   ,   . 

    1,       . 74  
 2*   (     -

     ё ,   -
).      (10),  

         2* 
(        ). 

      ё   
: 
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(   

 ) 

  
   

-

 

1 § 11, . 72—74 192—196 194(3),  195 (3) 201—207; 
 § 11 № 22 2 § 11, . 75 197—200 198 (3),  200 (3) 

 

      -
       ,  

      y = a
x
   

   a     -
     195—200.   ё  

  — 201, 205—207. 

 

§ 12.    (2 / 3 ) 

   —   -
   . 

         
       ,  

          -
   .   , -

,    : 
1. ,     : 

1)  y = 7,3
x
; 2) y = 0,6

x
; 3) y = 0,2

–x
; 4) y = 

5
.

3
 

.   3  4      -
     : 

3) y = 
1

,
0,2

 . . y = 5
x
; 4) y = 

3
.

5
 

2.      : 

1) y = 3
x · 4x

; 2) y = 
6

2

x

x
; 3) y = 5

2x
; 4) y = 

3

5

4

2

x

x
. 

3. : 

1) 

5
7

4
  

5,1
7

;
4

   2) 

8
2

3
  

7
3

;
2

 

3) (  – 1)
–2

  (  – 1)
–3

;  4) 

1

32

2
  

1

32 . 
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4.  : 

1) 1; 32; 
1

64
; 0,25     2; 

2) 
1

3
; 81; 3 ; 

1

3
     3. 

5.      : 

1) y = 2
x
  y = 2;     2) y = 3

x
  y = 

1

3
. 

6.    : 

1) y = 56
x
;    2) y = 56

–x
;    3) y = 2 x ;    4) y = 

1

16 .x  

7. ,    5   

2
x – 3 

= x – 1. 

8.  : 

1) 5
x
 = 1;      2) 

1

5

x

 = 5;      3) 5
x
 = –5;      4) 

1

5

x

 = 0. 

       -
 ,    ,  

         
  (      ,  

  ).  ,   
   .      , 
,  : 

1) x
2  

+ 3x = 
2

3
x + 2;  2) x

2  
+ 2x + 1 = 0; 

3) x
3  

+ x
2  – 12x = 0;  4) x

4  – 8x
2  – 9 = 0. 

   ё ,   - , 
         -
 ,    , -

         . 
       ,  

        . 
  ,    -

      ,  -
     .    , 

  1  2        -
  ,    (   -
  ).   3     

 .   4          
,  ,      -

  x.   5      
  ,        -



    

 

34 

  ,            
(5

x – 2 
> 0   x).   6   . -

 7  8,        ,  -
   —    ,    

       
   (      1)  -

   ,   . 
       -

: 
 

 
 

 
 

 

 
(   

 ) 

  
   

-

 

1 § 12   6 208—212 210 (3) 

3  + 2 + 3  –1 – 3  = 25 
218—227; 

 § 12  
№ 12 2 § 12  6—8 213—217 213 (3), 215 (3) 

 

      -
     210—213,   

     ;   -
   ,  ,  -

     .   -
ё    — 221—223. 

 

§ 13.    (2 / 3 ) 

   —   -
       -

 . 
       ё-

  ,       -
,  ,       

 ,       
   15 ,     -

: 

1. 0,3
3 – 2x 

= 0,09  
5 3

1
9

3
. 

2. 3
x – 2 – 3

x – 3 
= 2   [4

x – 2 
+ 4

x – 1 
= 5]. 

3. 8
x 
= 3

x
  [6

x 
= 7

x
]. 

4. 25
x 
+ 4 · 5x – 5 = 0  [9

x – 10 · 3x 
+ 9 = 0]. 
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       -
,   195,      

  

2
x 
> 0, 2

x 
> 1; 

1 1
> 1, 0

2 2
. 

  § 13     5.  -
 5,  ,     ,   

   1 2 1 2

3 3 3 3
x x

 
М  -

  ( . 37).    5  -
     ,      

f(x) = g(x),  y = f(x) — ,  y = g(x) —    
    ,       

,      (   ). 
        230. 

     230  237  -
      ,   

    236     
  . 

   ё     -
         

 ё    :  

 

 
 

 
 

 

 (  
  ) 

  
   

-

 

1  
 -

 
; § 13 

  4 

228, 229 228 (5) 

231— 239 

2 § 13,  4, 
5, 6* 

4  + 2  + 1 – 
– 80 < 0,  

230, 236 

9  – 7 · 3  –  
– 18 < 0,  

230 (3) 

 

      -
      229,   ё  

  — 231, 236. 
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§ 14.      
  (2 / 2 ) 

   —   -
  ;    ,  

 . 
        

  , ё    2  -
  .   ё, , 

  5 2 3 13,

7 2 3 11,

x x

x x
     

.   3*  ё    
 ,       -

    x + 2y = 5,     . 
   4   ,   

 ,   ,  ,   
    ,     
     . ,  -

   (    4   244, 245),  
   (   -

)   . 
       : 

1.  : 1) 5
x 
= 0,2;   2) 25

x 
= 5;   3) 

3
1

3
= 1. 

2.  : 1) 
7

1 1

3 7
;   2) 

10 
 ≥  2x

. 

3.     y = 
1

2
  y = 

2

x
 ( . 7)  

: 1) 
1

2
 > 

2

x
;  2) 

1

2
 ≤ 

2

x
. 

 

 
. 7 



    

 

37 

 

4.       
2,

2 7.

x y

x y  

       

 (    )  15 : 
1.   

2 9
1

7

x

 1   
24( 3) 1x

. 

2.    

2 3 3

1, 2 1,
.

4 1 3 27x y x y

x y x y
 

    : 
 

 
 

-

 
 

 

 (    
) 

  
   

-

 

1 § 14  
 4 

240—242 240 (3) 

243—245 2 § 14, -
 4  

5* 

244, 
4 2 5

3 1

0,6 0,6 ,

2 4

x x

x
 

 -

  

 
       -

      240—242   
    ,   

.   ё   — 243. 

 

     (1 / 1 ) 

        
 ,    ё .     

  ,   , -
   .     «   

  III».      -
  «  », . III, . 77—82. 

       -  
,        . 
,     (x + 2)

x2 + 7x + 10 
= 1. 
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   : 
 

1) x + 2 = 1,  x = –1; 

2) 2

2 0,

7 10 0,

x

x x
  

        = –5;
 

3) 2

2 1,

7 10 2 ,

x

x x k
  

        k  Z,   = –3. 
. x1 = –1, x2 = –5, x3 = –3. 



    

 

39 

 IV.   
 

        , -
     ё     

  .     -
     , . .    

  — .    
        

   .      ,  
      . 

         -
  .      -

.      ,  -
   ,    : 3 = log28, 

  23 
= 8.     ,    3 = log28  

  2x 
= 8,   log 822

 
= 8.  ,  

   log baa b ,  a > 0, a  1, b > 0. 

       -
. 

      . 
 , ,    log ,baa b  log ,caa c  , 

       , 
 log log ,b ca aa a bc  

log log .b ca aa bc    -
,  logab + logac = loga(bc),      

 ХШРa(bc) = logab + logac. 

      -
,     10 (ХРb —  )   -

 e (lnb —  ),   -
         -

   : 

logab = 
log

log
c

c

b

a
,  b > 0, a > 0, a  1, c > 0, c  1. 

      ХР  ХЧ,   -
   ,   10  ,   

 . 
        

,      , -
     .      

 . 
      

     . 
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,       
    ,   ё -

      .     -
      -

,   ё      . 
       

   . ,    
log2(x + 1) + log2(x – 1) = 3    x = ±3.   x = –3 -

,      x ,     
,  .  , ,  ХШР2x > 3 

    y = log2x. 

,      y = logax, 

 a > 0, a  1,      y = a
x,   

    .      
.         

  ,     . 
      -

   .     -
.       

  ,      
   ,    ,   -

    ,     -
. 

,    ХШР2(x + 1) + log2(x – 1) < 3 -

    
2 1 8,

1.

x

x
  ё,   

1 < x < 3. 

   ,   , -
    ё  :   — -

 ;   —   ; 
   ;    0    

x = 1.         
 ё . 

     ,  
       . 

   : 
—        -

; 
—       

      ; 
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—      ; 
—        

      ; 
—    ;   

    ё ; 
—    ,    

    ;    
ё    . 

   : 
—     ё   

 ; 
—    ,   

  ,    -
    ; 
—       -

   . 
   : 

—   ; 
—        
; 
—      . 

    I V     
     ,    

 ,   ё    -
  368—383,     «  !».    
ё        

384—389, 392, 393, 396. 

 

§ 15.   (2 / 2 ) 

   —    
;       

      . 
      ,   

 1  2,    : 
1.  : 

1) 2
x 
= 8;  2) 2

x 
= 

1

4
; 

3) 
1

2

x
 

= 16; 4) 2
x 
= 1; 

5) 
1

2

x

= 0;  6) 2
x 
= –2. 
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2.     y = 2
x
 ( . 8)  ё  

  : 

1) 2
x 
= 

2

3
;     2) 2

x 
= 3;     3) 2

x 
= 6. 

 

 

 
. 8 

 

 

        8  
      y = 2

x   

y = 
2

3
,  y = 3,  y = 6.  x = log2

2

3
,  x = log2 3,  x = log2 6. 

     (15 ) 
  : 
1. : 

1) log55 [log44]; 2) 1 4

5

1
log 125 log

64
; 

3) 2log 9 3log 410 510 [5 ] ; 4) 2 log 3 1 log 75 125 [12 ] . 

2. ,    x   : 
1

2

log (7 )x   [log0,3(5 – x)]. 

3.  : 
1) log3(x + 1) = 4      [log4(x – 5) = 3]; 

2) logx 81 = 4       [logx 32 = 5]. 

         
      ё  : 
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(    

) 

  
   

-
 

1 § 15 (   5), 
 -

 

266—276 
272, 273, 

276 (3) 279—289; 

 § 15 
№ 44 2 § 15  5  6 277, 278  -

  

 

      -
        -

,       272—278.   
ё    — 279, 280, 285—287. 

 

§ 16.    (2 / 2 ) 

   —    
        

 . 
      -

       . 
   , ,    
: 

1.    : 

1) a
2 · a3

;   2) (a
6
)

2
;   3) a

12 
: a

4
;   4) 

8 3

5
.

a a

a
 

2. : 

1) 
log 877 ;   2) 

1 log 877 ;   3) 
2 log 877 ;   4) 

log 528 .  

3.  : 

1) 3 = 4
□
;   2) 

1

6
3

□
.   

4.  : 

1) log6x = 2;    2) log6x = –2;    3) log6x = 
1

2
. 

      -
         . 95  -

    290—292. 
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    :  
 

 
 

 
 

 

 (  
  -
) 

  
   

-

 

1 § 16 290—293 291 (3), 292 (3) 

297—300; 

 § 16  
№ 11 

2  294—296 ,  log3a = 14, 

: 
1) log2 (8 ); 
2) log2 a

3 

 

       
       

 293.   ё    — 296. 

 

§ 17.       
(2 / 3 ) 

   —   -
   ;     
         . 

      -
 ,  « »     -

.         
   .     

        , 
   .  ,   11   

      -
      y = e

x
. 

     -
.  ,   (1)     

 .  ё    -
  ,       

(     ), ,    
    : 

1) log10 25 + log10 4; 2) log10 5 – log10 50; 

3) log10 10
8
; 4) log10 0,01. 

   305 (3)  ,   

log27 = 
7

1

log 2
,          

 (1) : ХШРa b = 
1

logb a
. 
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  lg    ln   ё       

 1 ,   301—304.    ё  -
      (  -

  301—302);      
303—304       

 ,      , -
ё   ё  ,     

  . 
        

:  
 

 
 

 
 

 

 (  
  ) 

 -

 -
 

-
 

1 § 17   2, 
 

* 

301—306 304 (3), 

305 (3) 
 

312—317, 

 § 17  
№ 22—24 

2 § 17,  2, 3* 307—311 309, 307 (5) 

 
         

   10—15    § 16—17: 

1. : 

1) log213 – log21
5

8   
 [log0,15 + log0,12]; 

2) 1 1 3 3

6 6

1
log 4 log 9 log log 40,5

6
; 

3) 5
15 13log 225 log 169 . 

2. ,  lg 2 ≈ 0,301,  lg 5 ≈ 0,699,  log2
3 5     

 0,01. Д ,  ХР3 ≈ 0,477,  ХР 5 ≈ 0,699,  ХШР3 5    
 0,01.Ж 

      -
     305, 307.   ё  

  — 312, 313. 

 

§ 18.   , ё   
  (2 / 2 ) 

   —   -
    ё ;  -

       -
       . 
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      -
    ,      -

 ё          
 , ,  : 

1.  
9 9

3
9

log 45 log 1,8

log 81
. 

2.   ХШР3 x = 3log3 2 + 4log9 5. 

    (   
  )    , 

  ,    -
   , ,   -

: 
1. ,    x   : 
1) 0,3

x
;   2) log0,3 x;   3) log3 x

2
;   4) logx 15;   5) log 15x . 

2.  y, : 

1) ln y = 1;   2) lg y = 0;   3) ln y = 
1

2
;   4) lg y = –2. 

3.     0; 1; –1; 2; 
1

2
; – 1

2
     

 5. 
4.  : 

1) 10
x 
= 1000;   2) e

x 
= 

1

e
;   3) 2

x 
= 3;   4) 10

x 
= 7. 

5.  : 

1) 6
x 
> 6

–3
; 2) 0,1

x 
 

20,1 ; 3) 10
lg x 

> –15; 

4) e
ln x 

< e
ln 0,3

; 5) 10
lg x 

> 10
lg 2

; 6) 
1

2

log
1

2
2

x

. 

6. ,       
y = f(x)   ,    x1 > x2    

: 
1) f(x1) < f(x2);   2) f(x1) > f(x2). 

       -
   .  ,   y = logax  y = a

x 
(a > 0,  

a  1)  ,   (    
 42). 

   ,    -
 ,       -

 318—321      -
      ,  

   (      , -
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    39).  ,   
      . 

    ё     
:  

 

 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-

 

1 § 18 (  ) 318—323 323 (3, 4) 

 

329—335; 

 § 18 

№ 30, 31 

2 § 18 (   
  

 -
) 

324—328 327 (5),  -
: 

1) log0,9 x > 1; 

2) log7 x ≤ 0 

 

 

       -
         .  

          
    y = log2 x  y = 1

2

log x .  

     ,    
    ,   ,   -

   (1; 0),       -
,   .    

     y = loga x  -
:  a > 1   0 < a < 1,     39.   

  3  4  ,     -
, ,  : «  a > 1   ( -

) x    ХШРa x».   -
        -

  .      , -
   3,         -

  .    , -
    ,   ,  

       1—3. 

      -
        

  318—321, 324—325.   ё   
 — 331—332. 
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§ 19.    (2 / 3 ) 

   —   -
        -
       . 

     (     -
 ,  ,     -

,     )    
,       . 

       
 - ,     ,  

        -
 .      -
 : 

1.  : 
1) 2

x 
= 32; 2) 2

x 
= 0,5; 3) 2

x 
= 7; 

4) 2
x 
= –2; 5) 2

log
2 

9 
= x + 1. 

2. : 

1) log2 48 – log2 3;      2) log6 4 + 6
1

log
24

;       3) 4
5log 125 . 

3.  : 
1) 2

3

log x  = –2;   2) logx 9 = 2; 

3) logx 1 = 0;   4) log8 log3 x = 0; 

5) log5 (2x – 1) = log5 7; 6) log3 x
2 
= log3 4; 

7) 2 log3 x = log3 4. 

4. ,        
: 

1)    336; 

2) log3 x
2 
= log3 4  2 log3 x = log3 4. 

      ё   
:  

 

 
 

 
 

 

 (  
  ) 

  
 

-

 

1 § 19,  1—3 337—339 338 (3) 343—346;  

 § 19 
№ 25—30 

2 § 19,  4—7 340—342 341 (3) 
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      -
     ,  

   337—340.   ё   
 — 343—345. 

 

§ 20.    (2 / 4 ) 

   —   -
      . 

         -
       

: 
1. : 

1)  1; 0; –1; 3; 
1

3
      2; 

2)  –3; –1; 0; 
1

2
; 1      1

3
. 

2.    : 

1) y = lg(x + 1);    2) y = log5(3 – x); 

3) y = ln x
2
;     4) y = 

2
1

3

log ( 1).x  

3. C    y = log2x ( . 9)   
: 

1) log2x > 0;    2) log2 x  ≥ 1; 3) log2x ≤ 0;    4) log2x < 1. 

 

 
. 9 

 

4. ,     : 
1) y = log  x;    2) y = lg x; 3) y = 1log

e

x . 
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5.   x < 3, x > 3, 0 < x < 3  -
 : 

1) log5 x > log5 3; 2) log5 x < log5 3; 

3) 1 1

5 5

log log 3x ; 4) 1 1

5 5

log log 3.x  

      -
:      ,   -

       
(      1  );      

  (      2  3*).  -
,        -

,       . 
       ,   ё 

  . 
,  ХШР2(x

2 – 5x + 7) > 0   
2

2

5 7 0,

5 7 1,

x x

x x
   0 = log2 1  2 > 1. ,    

     x2 – 5x + 7 > 1, . . -
 x2 – 5x + 6 > 0 (   x < 2  x > 3).    -
 ,     , 

     . 
       -

:  
 

 

 
 

 
 

 

 
(   

 ) 

  
 (  ) 

-

 

1 § 20   2 354—356 355 (3) 
358, 360—

367;  § 20 

№ 33, 34, 37, 
38 

2 § 20,   
2  3* 

357, 359 1) log2,6(x2 –  

– 3  – 9) > 0; 
2) log4(x – 2) +   

+ log4(x – 8) < 2 

 

 

      -
      356, 357.   -

ё    — 359, 360. 
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     (2 / 2 ) 

       -
 ,       -

 ,    -
,     .  

   IV. 

       « -
 »:       ,   

   . 
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 V.   
 

   ,  , 
     ,    -

  . ,      -
  ;      

  .      
       -

          .  
    ё :    

  ,      
        (   

    ). 
        
:       ё 

;     
(   )    ,   

  , ,  -
 (    ). 

      ,   
    .     -

   ,    (  -

 ,  1

180
  ё  ).   -

         
  . 
          -

.     ,   -
   ,     ё   

,     , . . .  « » 
    radius — ,  . 

         -
   ,   -
       -

, . . ё   . ,      
   (МШs ; sin ), . .  (–1; 0). 

 « »  .   -
 ,   ,     -

 . ,  1     ЭР 
4

, sin 
2

 

 sТЧ2
 α + cos

2
 α ,  α —   .   

    ,  -
        . 
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,     R  α   αR;   

  sin
lim
x

x

x
 = 1,  x    . 

       
 α,     ,   

   α,      ,  
 sТЧ α = 0, cos α = 1  . .    -

     x,      
: sТЧ x = 0, cos x = 1  . .       

  . ,   sТЧ x = 0 -
 ,     ,  . 
     : (1; 0)  (–1; 0),    -
,      ,  2π, . . x =  

= 0 + 2πk  x = π + 2πk, k  Z.     ,   
x = πk, k  Z. 

   ,     -
       -

  . ,  МШs (–α) = cos α  
  ,   α  –α   

 Ox. 

  , ,    
           
         -
   . ,   

 sin
2
 α + cos

2
 α = 1    ,   

    x2 
+ y

2 
= 1.  sТЧ2

 α + cos
2
 α =  

= 1  ,     (cos α; sin α)  
 .  ЭР α ctg α = 1    

      1
a b

b a
  

   .  tg α ctg α = 1  -

 ,     ,
2

k
 k  Z,   -

      .      -

   1 + tg
2 α = 

2

1

cos
, 1 + ctg

2
 α = 

2

1

sin
  . . 

,        

 ap + q 
= a

p · aq
, a

p – q 
= 

p

q

a

a
.     

 ,   .     -
.       
     α  β    α  β. 
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        -
,       . 

     .  -
  ,       α + β 

      α  β    
     . 

     -
,        :  

   ,  ,  
    . ,    

     ,    
      . ,    

tg 
2

  sТЧ α, cos α  ЭР α   ,   

. 
   : 

—        
   ,     ; 
—       -

 ,   ,  
,    ; 

—      -
    ; 

—       , 
, ,   ,  -

        -
; 
—      -

,   ,  -
  ,    -

 . 
   : 

—       
        

  ; 
—   -  , 

     ; 
—       -

. 
   : 

—  ,   
  ; 

—       
; 
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—       -
. 

    V     
  ,      , -

   ,     -
  546—556    «  !».   ё  

  — 558—560. 

 

§ 21.    (1 / 1 ) 

   —   -
     ,   ; 

     . 
       

       . 
 ё  « » ,   

,        
,     ё     

.  ,    ё  
  , ё      -
   .     

       -
     .  ,  -

 ,           -
. 

        -
      ,      
  ,    .     

  1     M1 ,   
PM1    1,        POM1, 

  ё . 
     ,      

 1   ё        , 
  .    -
 ,      1    

  .    ё   -
,      1,    -

    . 
         

 . ,        
    .     -

          -
   π  = 180°    -
 ,   : 
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1) π  – 180°,                     2) π  – 180°, 

 x   – 30°,                         
3

  – x°, 

 x = 
30

180
 = 

6
;        x° = 

180
3  = 

180

3
 = 60°. 

 

   1  2     ё 

   .   407  408   -
   . 

  3  4,     -
          -

  ,    -
      .  

     , , 
        415. 

     ,  
  3  4        

410. 

 408 (4—6)    -
  ,   ,   ,  , -

  π  
2

,      .   

    , , : 
  α  β,   , : 

1) α = 2π, β = 6,3; 

2) α = 
2

π, β = 4,75. 

      -
           

      ,  407, 408.  

  ё    — 412, 413. 

 

§ 22.       
(2 / 2 ) 

   —   -
         α  

    ,  
  ;    

      . 
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      -
      ,  

 . 
        

,       .    
  1, ё  . ,    

     :    -
,     ,      -

  .     
     . ё ,  

   , —     -

 —       « -
»    . 

      
   ,      -

     47—55 ,  -
    -   . 

        -
,     , -
  : 

1.     30°; 45°; 60°; 90°; 135°. 
2.         , -

 1. 
1)       ,     

      Ox,    

  π; ; ; ; .
2 4 3 6

 

2) ,       ,   
(1; 0),     1; 2; 3; 4; 5. 

3)    ,     , -
   2. 

,  :    ,   -
  4; 5?       -

.       , ,  
 ,    π ,       

 ,    :   ,  
    ,   . 

 1—4   . 122    -
: 

5)    (1; 0)   3,5   , 

   III : π < 3,5 < 
2

π. 

6)    (1; 0)   7    -
 , . . ё   2π ≈ 6,28 ,  ё   
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,     
2

 ≈ 1,57 ,  ,  

  I .       , -
   13,1 ,        

 ,    (  
2

). 

      , 
       

. 
 416 (1—3)    .   -

  416 (4—6)   ,   
         

   422. 

  417—422     -
 ,         ё  -

.     ,    
47—55 . ,  420 (2)    

 : 
7

3 ,
2 2

 M (0; 1) ( . 10). 

                      
. 10                                                             . 11 

 

422. 2) 
1 3

1 ; ,
4 4 4 4

 
2 2

;
2 2

M  ( . 11). 

       
 10 : 

1.   ё   (  ) α, 

 α = α0 + 2πk, k  Z,  0 0
4 3

. 
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2.         

 (1; 0)   α, 0 < α < 
2

.     , 

   (1; 0)  : 

1) π – α; 2) 
2

 + α; 3) α – π? 

[1) π + α;      2) 
2

 – α; 3) α – 
2

?] 

3.         

  (1; 0)   α, –
2

 < α < 0.     , 

    (1; 0)  : 

1) π – α; 2) 
2

 + α; 3) α – π? 

[1) π + α; 2) 
2

 – α; 3) α – 
2

?] 

      ,  
    . 

    :  
 

 
 

 
 

 

 (  
  -
) 

  
 

-

 

1 § 22 417—419 418 (1, 2) 

427, 428  2  416, 420, 

422—426 
(5—8) 

423 (2, 3) 

 
      -

     417, 419, 420, 423, 424.   
ё    —  427, 428. 

 

§ 23.   ,      
(2 / 2 ) 

   —   , -
,     ( );     

  
2

k, k  Z;      

      ; 

        . 
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 , ,      
 ,       

,       . 
     , , , 

 ,        -
 .          

, ё ,   . 
   56      

        
    ,     . 

   ,   -
 ( . 12, 13),         

. 
 

                        
. 12                                                                . 13 

 

      -

  ,  
2

,      , 

 ±1  0,    . 
        -

  ,  429 (5—7). 

 430—433  ,  -
 ,        

   ё . 
    (  435),    

 429 (1—4)         
. 

       
       .  -
    sТЧ x = ±1, cos x = ±1, sin x = 0, cos x = 0 

       
 . 
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    , , , -
,         

 : 
1.  , ,    : 

30°; 
3

; 
4

; 120°. 

2.   , , ,   -
  (    434 , 

     ,     
). 

 ,     : 
1.     ,      

(1; 0)   ,   : 

A(–1; 0), B(1; 0), C(0; –1), D(0; 1), E
1 3

;
2 2

. 

2.  ,    ,  -
  (1; 0)  : 

2; 3,7; 5; –2; –3,7; –5. 

3.  : 

2
  1,9; 2π  4; –

2
π  –4. 

4.   : «  ,  -
  (1; 0)   6 ,   »? 

      -
:  
 

 
 

 
 

 

 (  
  -
) 

  
 

-
 

1  
  -

,  
1—5 

429—432, 

437 

429 (2, 3),  

430 (3, 4) 

 

437—439  

2  
, -

 6—7 

433—436; 
 § 23  

№ 25—30 

435 (3, 4) 

 

      -
   , ,      

,  429, 431, 434, 436.   ё   -
 —  437, 439. 
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§ 24.   ,    (1 / 1 ) 

   —    
 , ,  ;   -

      . 
    ,    , 

   ,     -
 ,    ,  
  , ,  .     

  ,    
 ,       . 

1. : 

1) sin 
2

 – cos π; 2) tg π + sin 
2

. 

[1) sin π + cos 
2

; 2) cos 
2

 – tg 2π.] 

2.     ,    
(1; 0)   α, : 

1) α = 
7

; 2) α = 
4

π; 3) α = –
3

; 4) α = 367°? 

[1) α = 
5

; 2) α = 
8

; 3) α = –
3

; 4) α = 380°?] 

3.       ,   

  (1; 0)    
3 5

? 

        -
   442, 443. 

       
 ,     , 

   448. 

 

448. 2)   a = 3, 
2

< 3 < π (π ≈ 3,14),   a  

  II ,  sТЧ 3 > 0, cos 3 < 0,  tg 3 < 0. 

 

   449    443, 

  449   : 
 

449. 3) cos (α – π) < 0,   ,    α – π, 

  III . 
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      :  

 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-
 

1 § 24 444—448, 
451, 453 

444 (3, 6),  
445 (3, 6), 

446 (3, 6) 

454, 455, 452; 

 § 24  
№ 22—26 

 

      -
    , ,    -

  ,  444 (1—3), 445 (1—3), 446 (1—3).   
ё    — 453, 454. 

 

§ 25.    ,  

       (2 / 2 ) 

   —    
 , ,       ( );  

       , -
,        ;  
      . 

       
.      

 ,      -
. 

 , ё    ,  
       

,        .  -
    457,   

    .   -
 ,       -

  , ,   : 

457. 3)   sin α = – 
3

5
, cos α = 

23

5
,  

2 2

3 23

5 5
 

3 23 26
1

25 25 25
, . . sin

2α + cos
2
 α  1. 

.  . 
       -

  , : 
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1.   : 
1) sin

2
m + cos

2
m; 2) cos

2
x + sin

2
x; 

3) sin
2
2α + cos

2
2α; 4) sin

2
(x + y) + cos

2
(x + y). 

2.   1   α, : 

1) α = 3x; 2) α = 
2

; 3) α = 
4

; 4) α = –
3

. 

   ,   1  2  
,   458—460.   

    ,  -
        

     . 

460. 3)  cos α = 
2

3
,  0 < α < 

2
  

3

2
π < α < 2π ( . 14).  

 

 
 

. 14 

 

sin
2 α + cos2 α = 1, 

sin α = 
21 cos , 

sin α = 
4 5

1
9 3

. 

sin α = 
5

3
,  0 < α < 

2
; 

sin α = 
5

3
,  

3

2
π < α < 2π. 

. sТЧ α = 
5

3
. 

,  ЭР α  МЭР α, tg α  МШs α,   -
:      ,   

   .  « »   -
:        . 
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  tg α ctg α = 1, tg α = 
1

ctg
, ctg α = 

1

tg
   . 

    ,    -
 .      : -

 ,     ЭР α, α  
2

 + πk, k  Z,  ЭР α,  

α  πk, k  Z ( . 15),    ,    
tg α ctg α = 1        α,  

 
2

, . . α  
2

k, k  Z. 

 

 
. 15 

 

    ,     
      . 

       -
, , : 

1.   ,      
    1,      0,8. 

2.          R = 1. 

    

3 4 1 3 2 2
; , (0,3; 0,7), ; , ; ?

5 5 2 2 2 2
A B C D  

3.    

sin 190°, cos 275°, tg 
6

π, sin 
6

π, cos 
3

, tg 6. 

4.   : 
sin 3,8  sin 0,25; cos 2,1  cos 0,75. 

      - . 
 :         
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  ,       
.   ё   . 

 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-

 

1  -
 

, -
 1  2 

456—458,  

459 (1, 2), 

460 

459 (5, 6) 

 

464, 463; 

 § 25  

№ 15—18, 
8, 9 

2  (4—7), 
 3—6 

459 (3, 4), 
461—462 

459 (7, 8) 
 

 
      -

        

tg α ctg α = 1        , 
 459.   ё   — 462. 

 

§ 26.    (2 / 3 ) 
   —    

  ,      
;       

;       -
 . 

  10      , -
     ,    

   .    -
     , . .   -

   ,    
 ,       

. 
     ,     

ё     ,  -
   ,    

  ё   α. 

        ,   -
      ,  

     ,    -

      ,    
α    ( ,   -

 465 (3, 4), 469, 470). ,     
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 ,      .  
       , -

 .   ,   -
,  ,   . 

   ,    
,        . ,  4 

    ё     
  ,       . 

    , -
,  : 465 (3, 5), 470 (6, 7).  465 (5)   

470 (6)    , , : 
465. 5) I  . ,       
 0: 

2 2 2 2

2

2

1
sin (1 sin ) cos cos 0.

11 tg
cos

 

I I  .    ,     
: 

2 2 2 2

2

2

1
sin sin cos sin 1.

11 tg
cos

 

I I I  .      : 
2 2 2 2 2 2

2

2

1
sin sin cos sin sin cos ,

11 tg
cos

 

470. 6) I  . ,       
 0: 

2 2 2 2sin cossin 1 cos sin sin
0.

1 cos sin (1 cos )sin (1 cos )sin
 

I I  .   ,    -
        sТЧ α. (sin α  0)  

1 – cos α  0,  α  πk,  k  Z, —   ( . 16). 

 
. 16 
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2 2sin sin sin 1 cos 1 cos
.

(1 cos sin (1 cos )sin (1 cos )sin sin
 

 

   ,   
      .   ,  

    ,    -
     . 

      , -
, : 

1.  : 
1) (sin x + cos x)

2
;  2) (1 – cos

2 
x) – sin

2 
x; 

3) tg 2x ctg 2x;  4) sin x ctg x. 

2.    α  β      
    : 

1) α = –1, β = 0,1;  2) α = 1, β = 1; 

3) α = 
3

2
, β = 

1

2
;  4) α = –0,8, β = –0,6? 

 

       -
 ,     -

 .   , ,    : 
1. : a = cos 270°.   a. 

1) a = 0; 2) a = 1; 3) a = –1; 4) a = 
1

2
. 

2.    sТЧ
3

cos
6

. 

1) 
3

4
; 2) 

3

4
; 3) 

3

2
; 4) – 3

4
. 

3.  ,     α,  sТЧ α > 0,  

 Шs α < 0. 

1) I; 2) II; 3) III; 4) IV. 

4.     . 

1) sin 1;   2) cos (–3);   3) tg 2;   4) ctg 5. 

5.     ,      — -
 sТЧ α,   —  МШs α. 
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1) 1  –1;      2) 
1

2
  2

2
;      3) 1  1,1;      4) 

3

5
  4

5
. 

6.    a  ,   sТЧ α,   

π < α < 
3

2
π  cos α = – 

2

3
. 

1) a = – 7

3
;      2) a = 

7

3
;     3) a = 

7

9
;     4) a = – 7

9
. 

7.  :   (sin
2 α – 1) : cos

2
 α. 

1) sin
2 α; 2) 1; 3) –1; 4) tg

2
 α. 

       -
:  
 

 
 

 
 

 

 
(   

 ) 

  
 

-

 

1  1  2 465, 466, 
467 (1, 2), 

469 

465 (4, 6), 466 (1, 2) 
 

471—474; 

 § 26  
№ 9—12 

2  3—5 467 (3, 4), 

468, 470 

(1—3) 

468 

 

3  -
  

470 (4—8)  

 

      -
        -

     ,  465, 466.   
ё    — 470, 474. 

 

§ 27.  ,     α  –α  

(1 / 1 ) 
   —   -

  , ,     -
     ;   -

     . 
   (1)—(3),     

    ё   ё ,  -
  64 . 
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    .     -
     .  -

       
    ,     -

    .   480 (3)  -
, , : 

480. 3) cos (–2x) = 1, cos 2x = 1, 2x = 2πk, k  Z ( . 17). 

. x = πk, k  Z.  

 
. 17 

 

   : 
 

 
 

 
 

 

 (  
  -
) 

  
 

-
 

1 § 27 475, 476, 478, 

480 (1—4) 

475 (5), 476 (1, 2) 

 

477, 479, 

480 (5, 6) 

 

       
   (1)—(3)       

  475, 476 (1, 2).   ё   -
 —  477. 

 

§ 28.    (2 / 3 ) 
   —   -

       -
 ;     
. 
,    ,    

,    .    
    .   -



    

 

71 

        -
. 

       
 .       -

       : 
        ,  

  α = 
3

  β = –
6

. 

►   AB = 2 2
1 2 1 2( ) ( ) .x x y y  

cos ; sin , cos ; sin
3 3 6 6

A B  ( . 18). 

 

 
. 18 

 

AB
2 
=

22 2
1 3

cos cos sin sin
3 6 3 6 2 2

 

2

3 1

2 2
2,   

AB = 2 .  

     -
     ,    

: 
1) sin

2 β + cos
2 β; 2) sin

2 
(α + β) + cos

2 
(α + β). 

        -
,       .  

 , ,   65,  -
     -  

 ,   ,    
 : 

1.  : α   0   α; –β -
  0   (–β); α + β   0   (α + β). -
   . 

2.    –βO α  0O α + β. 
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3.     : 
1) –β  α;  2) 0  α + β. 

4.    ,  

cos (α + β) = cos α cos β – sin α sin β. 

  ,     (1), -
   β  –β (     (2), (6)),  -

  sТЧ 
2  

 МШs 
2

 (  3).   1, 2, 4, 5 -

    (1)—(6),    6*  
   (  ,   , 

   α  β   ). 
   , ё     -

,     (20 )  -
      , , 
 : 

1.    sin α,  α = 
3

4
π,  α = –

6
,  α = 1140°? 

[    cos α,  α = 
7

8
π,  α = – 3

4
π,  α = 920°?] 

2. : 

1) sin cos tg
4 4 4

; 

2) sin 67°МШs 23° + cos 67° sin 23°. 

[1) sin cos cos tg( )
3 3 6

; 

2) cos 52° cos 38° – sin 52° sin 38°.] 
3.   

2

2

1
1 ctg

cos
sin

2
 α cos

2 α = 1 

2 2 2

2

1
1 tg sin cos

sin
. 

                                                                                      

4.   

cos 3x cos 2x + sin 3x cos 2x = –1 

[sin 3x cos x – cos 3x sin x = –1]. 

 

       : 
 :        -

        -
 494 (1)  491 (3, 4);     .   
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         -
 (488—497, 563, 564). 

      -
   (1), (2), (5), (6)       

  481, 482, 485.   ё   -
 —  494, 496, 497. 

 

§ 29.  ,      (1 / 2 ) 
§ 30*.  ,       
(1 / 2 ) 

   —    
  ;     

    ,   
    ;    -

    . 
       -

:  ,      ,  
    ,   -

    . 
    (§ 29)   ,  

       , 
   .      -

 (5)  (6)  § 30*,   ё      
    .  (7)  § 30*    

   .   (8)—(10)  

    ,    
     ,    

 ,  . 
        
 ,    .  

503—505, 515, 516  ,       -
  . 

        
506 (1, 2),     ,  -

   . 
506. 1) I  . 2cos 40° МШs 50° = 2МШs (90° –50°) МШs 50° =  

= 2sin 50° МШs 50° = sin 100°. 
I I  . 2cos 40° cos 50° = 2cos 40° cos (90° – 40°) =  

= 2cos 40° sin 40° = sin 80°. 
    ?   ,   

sin 100° = sin 80°,     ,  
 ,   α = 80°, β = 100°   

,     Mα  Mβ ( . 19). 
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. 19 

 

 508 ,    ,   
    . 

  510 (5),     
     α. 
   § 30*    518,  

       ,  
  . 

     ё    
 510 (4)  519 (4) (  )    

   . 
  510(4),    -

  . 

510. 4) 
1 cos 2 sin 2

ctg
1 cos 2 sin 2

 

2 2 2 2

2 2 2 2

(cos sin (cos sin sin cos
ctg

(cos sin (cos sin sin cos
 

2sin sin cos )
ctg 1

2cos sin cos )
. 

   519 (4)     
,    . 

519. 4) 
2

2

1 sin 2 cos 2 2cos 2sin cos
ctg

1 sin 2 cos 2 2sin 2sin cos
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    (3)  (4),     (5)  (6). 

     .  -
  ,    -

    sin x = ±1, cos x = ±1, sin x = 0, cos x = 0.  -
        -

,       ,    .  
 -   (    )  -

    ,     -
       ,   

. 
        

: 
1.     : 
1) cos 4α = cos 

2 
2α _____________; 

2) sin 5α = 2 sin 
5

2
α ____________. 

2.  cos 
2  

3α  cos 6α. 

3.  : 
1) cos

2 
3x – sin

2 
3x = 1;     2) 2sin 2,5x cos 2,5x = 0. 

       
:  

 

 
 

  
 

 

 (  
  ) 

 -
-

  

-

 

1   sin 2α  
cos 2α,  1—3 

498—504, 508 502,  

508 (1, 2) 
511, 512, 
521—523; 

 § 29  
№ 22—25; 

§ 30  
№ 18—20 

2   tg 2 , 
 4, 5.  
 (5)—(7) § 30*, 

 1—3 

505—506,  
512—514,  

515 (1),  

516 (2) 

507,  
517 (1, 2) 

3  4 § 30* 509, 510 (4, 5), 

512, 518 (1, 4) 

515 (3),  

518 (6),  

519 (1) 

 

      
          -

  500, 503—505;   , 
  514, 517.   ё   -

 —  511, 512, 520. 
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§ 31.    (2 / 2 ) 

   —   -
,   , , ,   
  , ,    

 α,  0 < α < 
2

. 

      -
        

         -
, ,    : 

1.       30° ( . 20)? 

2.       120° ( . 21)? 

 

                         
        . 20                                                               . 21 

 

3.      P (1; 0),    M 

( . 22)?      ,  
 A  M. 

4.      α  β ( . 23). 
 

                      
 

. 22                                                         . 23 
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    1,   -
  ,      
,  «  ». ,  (1)  (2), 

      1,     -
   ,  ,  -

 (3)  § 28.   (5)  (6)   -
  , ,  : 

I   

1) sin (π – α) = sin α; 2) sin (π + α) = –sin α; 

3) cos (π – α) = –cos α; 4) cos (π + α) = –cos α. 

I I   

1) sin
2

 = –cos α; 2) sin 
2

= –cos α; 

3) cos 
2

 = –sin α; 4) cos 
2

 = sin α. 

       : 

1) sin 
2

= cos α;  2) cos 
2

= –sin α. 

  (3), (5), (6)      . -
    ,       

 α.    524,    -
:   2   , ,  

525 (1, 2, 5, 6), 526 (3, 5). 

      
   ЭР α  МЭР α,   3  4 (   

   )      
  524 (6, 8), 525 (3, 7), 526 (7, 8). 

    ,      ((3), (5), 
(6)),   ,        -

    . 
    . 159    , -

,        530,  

531. 

,   ,    
    α,     -

     ,  α —  I -
. 

         
      .  

 532(1)   : 
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I  . 

sin cos sin cos
4 4 2 4 4

 

sin cos cos
2 4 4 4

cos 0.
4

 

I I  .  

sin cos cos
4 4 2 4

cos
4

 

cos cos 0.
4 4

 

  cos
4

    . 

      -
  (15 ).  

1. : 

1) 
3

cos
2

,  cos α = 0,8; 

2) sin 210° – cos 120° + tg 225°. 

[1) sin
2

,  sin α = 0,6; 

2) tg 150° – cos 780° + sin 330°.Ж 

2.   

3
sin sin( )

sin( cos( )2 .
2cos( )sin( 1 2cos cos( )

2

 



    

 

79 

 

      :  

 

 
 

 
 

 

 (  
  ) 

 -
  

-
 

1   
 

524 (1—7), 526, 

530, 531 

526 (2, 4, 6, 7),  

535 (3, 4) 

535, 536; 

 § 31  
№ 10—11 

2  527, 529,  

532 (1, 3),  

533 (1—2), 535; 

 . 139,  
№ 54—56 

  

 

      -
        -

,  525, 526.   ё    —  

530, 533. 

 

§ 32.     . 
    (1 / 3 ) 

   —   -
     ( )    -
  ;       

 . 
,     ,   

   ,  ,  -
       (  2—3,  

537, 539, 542). 

   1    -
 ,  .      -

  537 (1, 2).     ё , 
     (1).  (3)  (4),   

   ,    -
        . 
  2   ё    : 

 ,       -
    ,        

  .     ё   
  539. 

       
 :      -

 .    542 (1).    -
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 . 

 

542. 1) I  .   : 
cos

4 α – sin
4 α + sin 2α = 

= (cos
2
 α – sin

2
 α)(cos

2
 α + sin

2
 α) + sin 2α = 

= cos 2α + sin 2α = cos 2α + cos
2

 

2 2 2 2
2 22cos cos 2cos cos 2
2 2 4 4

  

2
2 cos 2 2 cos 2 .

2 4 4
 

 

        
    . 

 

I I  .   : 

2 cos 2 2 cos2 cos sin 2 sin
4 4 4

 cos 2α + sin 2α =  

= cos
2 α – sin

2 α + sin 2α = cos
4 α – sin

4 α + sin 2α. 

I I I  .        
 (   ,   I  II  

  ё  ). 
 

      , ,  
: 

1.      : 

1) 
1

2
 + sin α;     2) 

3

2
 + cos α;      3) 3  + 2sin α. 

2.  МШs4
 α – sin

4
 α     2α. 

3.   : 
1) 1 – cos 2α – sin α; 

2) 1 + cos 2α – cos α. 

4.      : 

1) 2cos α;     2) 
sin

2
. 
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:  

 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-

 

1 § 32 537—541,  

542 (1, 3), 

543 

538 (3, 5), 539 (4), 

540 (2) 

544, 545; 

 § 32  
№ 20—22, 

27—29 

 

      -
    (1)—(4)     

538, 540.   ё    —  541, 542. 

 

     (1 / 2 ) 

      -
     ,    ,  

        
.     ,    

  : ,   
  ,   ,   
    ,    

    ё    . 
      546, 547, 552, 555, 

560, 561, 564;      « -
 »,     : 
1. (sin x + cos x)

2 
= 1. 

2. (cos x – sin x)(cos x + sin x) = 1. 

3. 2cos
2 

2x – 2sin
2 
2x + sin8x = 0. 

   565, 567,   
    «  ». -

 — 549, 550, 556, 559 (   ). 



    

 

82 

 VI.   
 

    ,   -
 ,    ё  -
     : МШs x = a, sin x = a, 

tg x = a.       , 
  ,    
. ,   ЭР x = a    

x = arctg a + πn, n  Z;  n = 0   x = arctg a   

 –
2

  
2

. 

     -
     : КrММШs a, arcsin a  

arctg a. ,  КrМЭР a (  a) :  -

 ЭР x = a, ё    ;
2 2

. 

       -
 МШs x = a,      ,    

 sТЧ x = a (       -
  (–1)

n
). 

    ,  -
    , -

   . 
   ,     

         
 . ,  ЭР2 

x – 2tg x + 1 = 0  -

 ,
2

x n n  Z,   (ЭР x – 1)
2 

= 0, tg x = 1, 

 ,
4

x k k Z; ,  
4 2

k n     -

 k  n. 
    .  

    :   , -
  sТЧ x  МШs x  ,    

.          
 ;      

     . 
     
,      ,  

  ,    

 . ,  sin x > 
1

2
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 , ё    2 ; 2 ,
6 6

n n   

n  Z. 
   : 

—   , ,  ;  
     ; 

—    :  
 , ,  ;    

      ; -
       

 ; 
—      -
    . 

   : 
—  ё       

  ; 
—  ё    ё  -

; 
—      -

,    ; 
—     . 

   : 
—   ; 
—     ; 
—   , . 

    V I     
     , 

ё        -
 655—665    «  !».   ё  

  — 666, 669, 671, 685. 

 

§ 33.   cos x = а (3 /3 ) 
   —    
 ,     

. 
 МШs x = a      

,           -
       . -

      КrММШs a   
arccos (–a)  КrММШs a. 

     , ,  
: 



    

 

84 

1.    M,     

      POM,  POM = 
3

 ( . 24). 

                           
. 24                                                              . 25 

 

2.      M,    
1

2
 ( . 25). : 

1)   M; 2)   POM. 

3.   M    1

2
 
 
( . 26).  

1)    N. 

2)   -  ё     P(1; 0)  

  O(0; 0),      M;  N. 

3)   ,      P,  
  M;  N. 

 

                         
. 26                                                             . 27 

     

4.   M1   ( . 27)  – 1

2
. 
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1)    N1. 

2)   -  ё     P(1; 0)  

  O(0; 0),      M1;  N1. 

3)   ,      P,  
  M1;  N1. 

    3  4    

    МШs x = 
1

2
  МШs x = – 1

2
,    

     . 
   1  2 ё    ,  

 МШs x = 
1

2
 (  МШs x= – 1

2
)     -

   ,     1

2
  

(  – 1

2
). ,    , 

    МШs x = a.    
     .   

,        
  a, , КrММШs a —  (     
   )   Д0; πЖ (      

 α), | |     1, . . a  [–1; 1]. 
 70       -

     ,    -
 .  ,       

    . 

1.     КrММШs 
3

4
; arccos (–0,7); arccos 

4

3
? 

2.   КrММШs a  ,  12 13; –
7 13 12

? 

  568,     -
        . 
 

568. 3) arccos 
2

2
.   2

2
  [0; 1Ж,  arccos 

2

2
 —   

 0;
2

,    2

2
, , arccos 

2

2
 =  

= 
4

. 
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 579—584      
,       .  -

 579(1)     . 
 

579. 1) arccos (2x – 3) = 
3

, 
3

  [0; π]. 

2x – 3 = cos 
3

, 2x – 3 = 
1

2
, x = 1,75. 

. x = 1,75. 

 

  (2)   МШs x = a   -
     70   , 

 ё    1  2. 
  572 (1, 2),  ,    

     x = arccos 
3

4
 + 2πn, n  Z, ,    3, 

arccos 
3

4
       (   

 ). 
  МШs x = 0, cos x = 1, cos x = –1  

   . ,   -
       ,  ,  

     , . 
,     КrММШs(–a) = π –  

– arccos a,     , -
   ,        

. 
 

,    a  [–1; 1Ж    
arccos(–a) = π – arccos a. 

 КrММШs a = α.  

    : 
1) _______  α  _______; 

2) cos α = _____. 

    

____  –α  ____,  ____  π – α  ____. 

   
cos (π – α) = ______ = –a. 

,      

arccos (–a) = π – α = π – arccos a. 
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 : 

  —       -
,        ; 

  ё   :  
 

 
 

 
 

 

 

(    
) 

  
 

-

 

1  1, 2, 
 (1) 

568—570, 

575, 579 

569 (3, 4), 570 (2, 3) 
580—582, 

583 (1), 

584;   

§ 33  
№ 30—32 

2  (2), 
 3—5 

571—574,  

577, 578, 576 

(1—4) 

573 (3, 4);  § 33 

№ 4, 13, 19, 21 

 

      -
     МШs x = a   ё   

   571—573 (1, 2).   ё  
  — 575, 577. 

 

§ 34.   sin x = а (3 / 3 ) 

   —    
 ,   ,    

sin x = a;     . 
  ,   sТЧ x = a  

   ,  МШs x = a, tg x = a,    
     .   -

,        ,  -
 ё,        .  

          (4)   
   . 

      ,  -
     :  -

  КrМsТЧ a. 

     , ,  
: 

1.      : «   
,      P (1; 0),    A 

 B,   ,  0,7 ( . 28)». 
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. 28                                                            . 29 

 

2. , : 

1) arccos 
2

2
 = 

4
;   2) arccos

2

2
 = 

3

4
. 

3. ,     a, ,  arccos a =  

= 
7

6
, arccos 

6

5
 = x. 

4.   M   ( . 29)  1

2
.  

1)    N. 2)   -  ё  -
   P(1; 0)   ,    

  M;  N. 3)   ,    -
  P(1; 0),    M;  N. 

5.   M   ( . 30)  – 1

2
.  

 

 
. 30 

1)    N. 2)   -  ё  -
,      P(1; 0)   , 

   M;  N. 3)   ,   -
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   P(1; 0)   ,   -
 M;  N. 

     ,    
 4  5        

  sТЧ x = 
1

2
, sin x = – 1

2
,     

 1  2  . 
   1      

  sТЧ x = 
1

2
    ,    -

 n   ,      . 
  ,   , -

      x = 
6

 +2πk   x = π – 
6

 + 2πk,  

k  Z,   x = (–1)
n

6
 
 
+ πn, n  Z. 

x = 
6

 + 2πk, k  Z,                                                                                 (1) 

x = π – 
6

 + 2πk = –
6

 + π(2k + 1), k  Z.                                             (2) 

  x = (–1)
n

6
 + πn, n  Z. 

 n = 2k   (1),  n = 2k + 1   (2). 
         

 ,   70  74    
 (       ): 

 

ё      

cos x = a ( . 70) sin x = a ( . 74) 

ё    

arccos a arcsin a 

    α 

rccos a = α ________ = α 

 0 ≤ a ≤ 1,   ИИИИИИИ a ИИИИИИИ,  

0;
2

 ( . 70, ) α  [______) ( . 74, ) 

 –1  a  0,   ИИИИИИ a ИИИИИИ,  

;
2

 ( . 70, ) α  [______) ( . 74, ) 

, 
α  [0; π] α  [ ________ ] 
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, 
0 ≤ arccos a ≤ π ____  ≤ arcsin a  ≤ ___ 

   еaе > 1  

cosx = a sinx = a 

  ,  

–1 ≤ a ≤ 1 ______ ≤ a ≤ _____ 

 , 
arccos a = α,  arcsin a = α,  

Шs α = a  0 ≤ α ≤ π sТЧ α = a  
2

≤ α  ≤ 
2

 

 

 74        -
  : 

1)     

arcsin 0,95; arcsin (–0,01); arcsin 
13

10
? 

2)     КrМsТЧ a   
13 14

; ;
10 14 13

?  

 . 
   586     

  ,        
. 175 . 

 587—588     -
 ,       -

 .  593     
,      . 

 КrМsТЧ (–a) = –arcsin a      (  
 ё  ): 

 КrМsТЧ a = α.      -

, : 1) – 
2

  α  
2

; 2) sin α = a. : 

1)    –
2

 α  
2

; 

2)   sin (–α) = –sin α  sin (–α) = –a. 

,     КrМsТЧ (–a) = –α =  

= –arcsin a. 

   КrМsТЧ a, ё    599, 600, 

605,         
. 

    sТЧ x = a   -
        , -

ё    1  2 . 
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      , 
     . 

      -
  (15—20 )     -

 33  34: 
 

1.  : 

1) 3sin x + 1 = 0;    2) 2cos 4x = 1;   3) 2 sin 2 1
4

x . 

[1) 4sin x = 3;   2) 2cos 3x = 3 ;    3) 2sin 3 3.
6

x ] 

2.   

arccos 
1

3
  arccos

1

3
   [arcsin 1  arcsin

1

3
]. 

                                                                                      

3.     sТЧ 2x = – 3

2
 

3
cos 2

2
x , -

  ;
2

 
3

[0; ]
2

. 

       -
 :   —      

  ,     -
  ;   ё   :  
 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-

 

1  1  2, 
 (3)  

 (5) 

586—588, 

593 

587 (2, 3) 

 

599—606; 
 § 34  

№ 33—36 

2  (4), 
 3—5 

589—592, 
594 (1, 2), 

597 

590 (3), 
591 (2, 3) 

 

3   
 

594 (3, 4), 

595, 596, 

598 

  

 

      -
     sТЧ x = a      

   590, 591.   ё   
 — 594, 595, 604. 
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§ 35.  tg x = а (2 / 2 ) 
   —    
 ,    ЭР x = a;  -

       ё 
. 

   ЭР x = a    
   . 

        
 ,  ,    -

  a,       -
  КrМЭР a. 

      -
       

    .     , 
,  : 

1.    31     : 
«      P(1; 0)   ,  

  M  N».       
[0; π];  [0; 2π];  [0; 2,5π]. 

 

                           
 

. 31                                                               . 32 

 

2.    32     : 
«      P(1; 0)   ,  

  A  B».       
[0; π];  [0; 2π];  [0; 2,5π]. 
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3.   33 
1
: 

 

 

 
 

. 33 

 

 

1)  D,  ,    sТЧ α; 

2)  C,  ,    МШs α; 

3)  K,  ,    ЭР α. 

 . 
      3  ё  

        ,  
  .    :   

 (OM = 1) sin α = 
MA

OM
 = MA, cos α = 

OA

OM
 = OA, tg α = .

MA

OA
 

  |OA|  1,        
 ,    1,  OP,    

  ,  |tg α|.  ,    P(1; 0) 

    Ox    O  M   
      ,   

N, ,  PN = |tg α|,   K,  ,   
  ЭР α.   33,   A1OK, 

AOM  PON,   . 
     ,  ЭР α  

      ЭР 
2

  . 

  1  2  ,     
       .  

    76  77 . 

                                                   
1
             -

. 
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    ,  -
   ,    ,   -
      КrМsТЧ . 

   78     
   : 

1.     КrМЭР 1; arctg 105; arctg (–10)? 

2.    КrМЭР a   13 5
; ; ;

10 2 10 4
? 

 . 
   607     

 ,     . 181 . 
 607—609     -

 .      ,   
    КrМЭР α   МЭР α · tg α = 1 (   

   4* ). 
     rctg (–a) =  

= –arctg a,       (   ). 
 

. ,      a -
  КrМЭР(–a) = –arctga. 

 КrМЭР a  a.     -

: 1) – 
2

 < α < 
2

; 2) tg α = a. 

: 

1)    –
2

 < α < 
2

; 

2)    ЭР (–α) = –tg α,   –tg α = –a. 

,     КrМЭР (–a) = –α =  

= –arctg a. 

 

        
 .        

  615—618. 

       -
 :   —      -

  ,     .  
 ё   .  



    

 

95 

 

 
 

 
 

 

 
(   

 ) 

  
 

-

 

1  1  2, -
 (1)  (3) 

607—609, 

614 

608 (2), 609 (2);  

 § 35 № 9 

613—618; 

 § 35  
№ 29—32 2  (2), -

 3  4 

610—612  § 35 № 22—25 

 

      -
      ЭР x = a   

  610—611.   ё   -
 — 612, 616, 617. 

 

§ 36.    

(4 / 5 ) 
   —   -

       ,  -
  . 

      ,    -
    ,   -

   .    
    ,    
  ,     .  -

  ,    . 2  
   8,      -

   ,   ,   
  ,   . 

 ,    ( . 1), -
       4   -

  ЭР x – 2ctg x + 1= 0  ЭР2 
x + tg x – 2 = 0. 

   asin x + bcos x = c ( . 2) , -
   6,   :   , -

    . ,   -
   (  624)   , -

      МШs x  , -
 ,     . 187. 

   (  625), ,   8,  -
        

      -
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 .   ё    -
   7  8   :   -

   sin
2 

2

x
  МШs2 

2

x
   -

  (   :  asin x + b cos x = c  
 ,  c2 

> a
2 
+ b

2
). 

  12 ( . 3),  , ,  620, -
          

  ,      
   . 

620. 2) cos
2 

x = 
1

2
, cos x = 

2

2
 ( . 34). 

                         
. 34                                                               . 35 

1) cos x = 
2

2
, 2) cos x = – 2

2
, 

x = 
4

 + 2πn, n  Z; x = 
3

4
 + 2πn, n  Z. 

   

x = 
4

 + πn, n  Z,  x = 
4

+ 
2

n, n  Z. 

. x = 
4

+ 
2

n, n  Z. 

620. 1) sin
2 
x = 

1

4
, sin x = 

1

2
 ( . 35). 

1) sin x = 
1

2
, 2) sin x = – 1

2
, 

x = (–1)
n

6
 + πn, n  Z; x = (–1)

n+1

6
 + πn, n  Z. 

     x = 
6

 + πn, n  Z. 
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     , -
 ,      -

  sТЧ2 
x = a

2
, cos

2 
x = a

2
, tg

2 
x = a

2,   : 
x = arcsin a + πn, n  Z (|a| ≤ 1); 

x = arccos a + πn, n  Z (|a| ≤ 1); 

x = arctg a + πn, n  Z. 
  13*   628    -

  ,    . 
    ,     

 ,   ,     -
 . 

 620—622 —  1—4,  623 —  5, 
 624 —  6,  625 —  7  8,  

626 —  9  10,  627 —  11,  635 — 

 12,  628 —  13,  629 —  14, 
 645 —  15. 
       

   631. 

631. 1) 2sin 2x – 3(sin x + cos x) + 2 = 0. 

 sin x + cos x = t,  (sin x + cos x)
2 
= t

2
, 

2sinx cos x = t
2 – 1, . . sin 2x = t

2 – 1. 

   t: 
2(t

2 – 1) – 3t + 2 = 0,   2t
2 – 3t = 0, t(2t – 3) = 0. 

1) t = 0, sin x + cosx = 0, tg x = –1, x = – 
4

 + πn, n  Z; 

2) 2t – 3 = 0, t = 
3

2
, sin x + cos x = 

3

2
    

(2sin x + 2cos x = 3, . . c
2  

> a
2 
+ b

2
). 

. x = –
4

 + πn, n  Z. 

        
:  

 

 
 

 
 

 

 

(   
 ) 

  
 

-
 

1  1—4 620—622 621 (2, 4), 622 (4) 

636,  

638—647; 

 § 36  
№ 24—28 

2  1—6 620—624  § 36 № 1—5 

3  9—11 624—627  § 36 № 14—17 

4  12 635  
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      -
     621, 622 (3, 4), 624, 626 (1, 2).  

  ё    — 629—631. 

 

§ 37*.     -
  (0 / 2 ) 
        

     .    -
      ё    

     . 
        

    648—651.    , -
      ,  
     . 

ё        
     . 

 

     (1 / 2 ) 
        -

    ,    -
      . 

    VI,    
  ,       

656—665 (       -
). 
      

678—690    «  »,   
«     »  «    

». 
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11  
 VII.   

 

    -
 y = sin x, y = cos x, y = tg x  y = ctg x,  x —  , 

   sТЧx, cosx     -
  ,   ЭР x  МЭР x   

 y

x
  x

y
.       

 α  β,      ( ), -
   ,    .     ,  

        -
      ,   -
     x  y.  ,  -

 sТЧ x, cos x, tg x  МЭР x   ,   
 .   ,   -

   ё   -
 .       , -

      
    . ,  sТЧ (–x) = –sin x   

cos (–x) = cos x   ё   ё   

  y = sin x  y = cos x.   ( ,  
2

 < x < π, 

sin x > 0,  МШs x < 0)    ё -
  .   ,   

|sin x|  1  |cos x|  1,       
;  sin (x + 2πk) = sin x,  k  Z,   -

  y = sin x  . .  ,   
       -
  V—VI. ,     

    x,     
( , sТЧ x = 0  МШs x = 1)    .  

        
. ,   ё   ё    -

      -
  x = 0,       . -

,  y = tg x  ё ,     x  -
 ё    ЭР (–x) = –tg x.   

,      x   , 
 ,     x ё     

 (–x).      f(x)  -
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   x  t    ,  
   x. 

      
        y = cos x. 

 y = sin x    y = cos x   -

 sТЧ x = cos 
2

x .      -

  ,      
. ,    y = cos x ,    

 ,  0,  x = 
2

 + πn, n  Z,  -

  x = 2πn, n  Z,  . .     
       

 (  ,     ). 
       

  (§ 43),   .   -
   , , , y = |cos x|, y = a + cos x,  

y = cos(x + a), y = a cos x, y = cos ax,  a —  . -
      (§ 59). 

   : 
—      ,  -
,     ; 
—      , 

 ,  ( , ); -
      ;  -
      ё ; -

 ,  ; 
—       

       
     . 

   : 
—       -
     ,    

 ;  , -
    ; 

—       
 ; 

—          
       . 

   : 
—     ,  

    ; 
—        
; 
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—       
. 

    V I I    -
     ,   
       ,    

  758—763    «  !».   ё -
   — 765—770. 

 

§ 38.      
  (2 / 3 ) 

   —   -
 ,     -

     ;  -
        -
     .  

       
  (   ,     

 10  3—4       V  VI).  
         -

 ,     ,   . 
  ,       

,        
     ,    

        -
 . 

      -
 : 
1.  ,    ,  

  P(1; 0)  ,  α , : 
) α = 1,3; ) α = –2,8; ) α = 3,5; ) α = 5; ) α = –7. 

2.  ,    ,  
  P(1; 0)   185π. 

3.   : 
) sin 1,3;   ) cos 2,8;   ) sin 3,5;   ) tg 5;   ) sin (–7). 

4.   ,  : 

) 
2

; ) 0,3; ) a,  |a| < 1. 

5.  : 
) sin x = 0; ) sin x = 0,7; ) cos x = 1; 

) sin x = –2; ) cos x = 1,3. 

6.         -
: 

) (cos 1; sin 1); ) (cos (–20); sin (–20))? 
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7.   sТЧ α(cos α)  ,  0;  1; 
 –1? 

8.    a   : 
) 2sin x = a; ) cos 2x = a? 

9.     ЭР 2α,  α = 
4 2

n
, n  Z? 

      -
   .    ,    

       
 x    , ё   -

 ,   (   ) 
  ,      

      y = sin x, y = cos x, y = tg x. 

 1  3         -
  .   2  4    

 .  4   697—699   -
       , 

    . 
 694—696     , -

 (    ) ,   -
 .        
   ,     -

  . 
  694      

 ,      
10      .   

     .    
: 

694. 1) y = sin 1x , sin x + 1 ≥ 0, sinx ≥ –1, x  R  ( . 36); 

 

            
. 36 
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5) y = 1 2sin x , 1 – 2sin x ≥ 0, sin x  
1

2
, 

– 7

6
π + 2πn  x  

6
 + 2πn, n  Z ( . 37); 

                 
. 37                                                           . 38 

6) y = ln cos x, cos x > 0, –
2

 + 2πn < x < 
2

 + 2πn, n  Z ( . 38). 

696. 5) y = 1 – 2|cos x|, 1 – 2|cos x| = a, |cos x| = 
1

2

a
, 

|cos x|  1, 
1

2

a
  1, 1 – a  2, a  –1; 

6) y = sin x + sin 
3

x , 

sin x + sin
3

x  = 2sin
6

x cos 
6

 = 2sin
3

6 2
x  = 

= 3 sin ,
6

x  

–1  sin
6

x   1,  – 3 3 sin 3.
6

x  

      :  
 

 
 

 
 

 

 (  
  -
) 

  
 

-
 

1 § 38   4  691, 692;  

 § 38  
№ 17—22 

692 (3, 5);  § 38 

№ 8—10, 12, 30 
694, 696  

(3, 4), 

697—699; 

 § 38  
№ 42—44 

2  4 692, 693,  

695—696 

 § 38 № 27,  

28, 37 

 



    

 

104 

      -
 ,        

 y = sin x, y = cos x, y = tg x       
691 (1—4), 692 (1, 2).   ё    — 

694 (4—6), 696. 

 

§ 39. ё , ё ,  -
  (2 / 3 ) 

   —   ё -
  ё  ;    ; 

     ё   -
ё     ;    

      . 
  ё   ё      

    ,   10    -
   , ,   α  –α. 

,     y = sin x, y = cos x, y = tg x  -
    ,  ,   -

  sin (–x) = –sin x, tg (–x) = –tg x   x    
    ё   ,   -

 МШs (–x) = cos x —  ё ё .     
    ё   ё    -

       ( . -
  ).   ,    

  «  » ( . 123—124, № 9—11). 

 № 11 ( . 124).  y = f(x)     . 
 ё    Д–π; 0Ж,   ё   -

 Д0; πЖ    39  ,   y = f(x) 

ё . 

 
. 39 

 

       -
  .      ,   

     V, § 22, 31 (    
sin (x + 2πk) = sin x, cos (x + 2πk) = cos x, k  Z,   § 31  

  § 22). 
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   ё      
,      y = cos x  

  2π,      y = sin x 

     . 
  2  3     

   ,    (702—703)  
     .  705, 706   

    ,    -
   .     705 -

    ,    -
 .  706    ,   

   707. 

  705      , 
,  : 

705. 1)      .   
     

cos
2

5
(x + T) = cos

2

5
x,  cos

2 2

5 5
x T  = cos

2

5
x,  

2

5
T = 2π, T = 5π; 

2) y = sin
3

2
x, sin

3

2
(x + T) = sin

3

2
x, sin

3 3

2 2
x T  = sin

3

2
x;  

3

2
T = 2π, 

T = 
4

3
π. 

       -
        . 

1.       : 

1) y = sin 
3

x
; 2) y = cos 2x + 1. 

[1) y = cos
2

x
; 2) y = sin

2

x
 – 1.] 

2. ,  ё   ё   

 = x
3
cos x [y = x

3
sin x]. 

3. ,   y = cos
2

3
x [y = sin

3

4
x]  -

   T = 3π  
8

3
T . 

                                                                                      

4.      

y = tg
2

3

x
 

7
tg

8
y x . 



    

 

106 

 

       : 
         

        700, 702, 703,  
      (     

     ),  -
 ,  ё   :  
 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-
 

1 § 39,  1  2  700—702, 

704 (1, 2) 

701 (3, 4) 

 704, 706, 
707; 

 § 39,  
№ 22—26 

2 § 39,  
  2  
 3 

703, 705, 704 

(4, 5) 

 -

  

 

       
        

, ,  700, 702.   ё   -
 — 704, 705. 

 

§ 40.   у = cos x  ё   
(3 / 3 ) 

   —    
 y = cos x,      -

         ; 

          
   y = cos x. 

   ё  ё    
: 1)   y = cosx; 2)    

y = cos x; 3)    y = cos x  ; 4) -
     . 

        
,  :   ,  

, ё ,  ,    
    Д0; πЖ,    Д–π; πЖ    

  .      -
 Д0; πЖ         

  . 
      

    Д0; πЖ,  ,     -
      ё  (    
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§ 53       -
    ). 
         -

  y = cos x   (0; 1), ; 0
2

, (π; –1), ; 0
2

, (2π; 1), 

      . -
  (  )     ,  

        . 
    « »    -

. ,  ,   -
   . 

         
    1  2   712, 713. -

  ,       
( ,  577, 578),     -

    . 
 708—711      -

      .    
   ,     -
     ,    -

    . 
,    711 (1)   

 : 
 

I . [0; [0;
7 9

   Д0; πЖ  y = cos 

x ; 
7 9

, , МШs 
7

 cos
9

. 

II . 0;
7 2

 cos x > 0  x 0;
2

. . МШs 
7

 0; 

9
;

2
 cos x < 0  x  ;

2
, . . МШs

9
 < 0, , 

cos 
7

 cos
9

. 

 

   V     
       -

,   .   
 ,      711 (5, 6): 

711. 5) 1  [0; π], 3  [0; π], y = cos x    Д0; πЖ, -
, МШs 1 > cos 3 (   ,  , 

  ); 
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6) 4  [π; 2π], 5  [π; 2π], y = cos x    Дπ; 2πЖ, -
, МШs 4 < cos 5. 

  714      
  y = cos x,        

. 

714. 3) sin 
8

 = sin 
2 8

 = cos 
8

,  y = cos x   

 Д0; π], 0; ,
8 8

 [0; π], 
8

 < 
8

, , cos 
8

 >  

> cos 
8

  sin
8

 > cos
8

. 

      , -
, :  

 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-

 

1 § 40   1  708—711, 
714;   

§ 40 № 27  

710 (3), 711 (2, 3) 

717—719; 
 § 40  

№ 24, 25 

2 § 40,  1  2 712, 713, 

715, 716 

 § 40 № 9—11 

3  762 (1, 4), 

763 (1) 

 

 

        717, 719,  
  ,  ,  -

  ,     .  , 
  «  »   

 24, 25. 

      -
     y = cos x,    -

  y = cos x    ,  708, 711  

(1—4).   ё    — 715, 716. 

 

§ 41.    y = sin x  ё   
(2 / 3 ) 

   —    
 y = sin x,      -

         ; 

      -
, ,    . 
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 ,        y = cos x 

(   ё       
,       

y = sin x:   R;   Д–1; 1Ж;  
ё        2π). 

     :  

 ,  sТЧ x  МШs x ( . . sТЧ x = cos
2

x  

    y = sin x      
  y = cos x.     y = sin x   
    y = cos x. 

      , -
       ,  

         
  y = sin x. 

1.   ,     -
      Ox ( . 40). 

 

 
 

. 40 

 

2.    y = f(x + t),     
y = f(x): 

) f(x) = 
1

2
x

3
, t = 1;     ) f(x) = cosx, t = –

2
. 

       
 y = sin x. 

   1  2     -
 724—725       

  sТЧ x = a   . ,  -
      Ox,  КrМsТЧ a,  -

,      ,  -
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 .  724—725      , 
         ,  -
  . 

     § 41    
  (15 ), ,  : 

1.     y = sin x [y = cos xЖ   

 sТЧx = – 1 2
cos

2 2
x    ; 2 ; 0

2 2
. 

2.     y = cos x [y = sin xЖ    

  МШs x  – 1 3
cos

2 2
x    0;

2
 

( ; 2 ) . 

                                                                                      

3.      

cos
8

, cos
4

, cos 5,8     sin 6, sin ( 4,5), sin
12

. 

 

      :  
 

 
 

 
 

 

 
(   

 ) 

  
 

-

 

1 § 41   1  2  720—723, 
726, 729 

722 (3), 723 (5) 730, 731, 
732;   

§ 41  
№ 26—28, 

30 

2 § 41,  1  2 724—725, 

727, 728 

724 (4), 725 (4) 

 

 

  ,   ,  -
        26—28   « -

 ». 
      -

     y = sin x,     
 y = sin x     722—723.    

ё    — 725—727. 
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§ 42.    y = tg x  ё  (2 / 2 ) 
   —    

 y = tg x,       
        ;  

   ,   
. 

   y = tg x   ,   -
   y = cos x (§ 40).    

,      0;
2

, 

  ,   , ,  -
  ё        

 . 
     . 

        

  0;
2

      

    x = 
2

. 

,        

     
2

,    

,     (  -
   ). 

 1  2   736—737, 739, 741    
 y = tg x.        -

.   (  )  ,  -
       . 

       
    y = ЭР x   ё -

,     .    y = tg x 

          
y = ЭР x      ё . 

  3      
  .     , ,   

      . 
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       :  
 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
 

-

 

1 § 42,  1  2  733—737 735 (3, 5) 739,  

742—746 

2 § 42,  3 736—741 737 (3, 4) 747, 749 

 

      -
     y = tg x,    ё 

     735.   ё  
  — 741, 742. 

 

§ 43*.     
(0 / 3 ) 

   —    
    ;  -

          
. 

       
          

      ,  
 . 

     ,   ё  
,        

(§ 7)   , ,  . 
      

,   ,   

 y = x  : ) y = sin x   ;
2 2

;  

) y = cos x   Д0; πЖ; ) y = tg x   ;
2 2

.  

,  ,       
  ,     -

,        -
.       . 

 

     (1 / 2 ) 
        

  ,     -
    . 
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        -
    (   ).  

,         -
 .     , -

 -    758 (1, 3, 5), 759 (1, 5), 766 (1). 

     ,   
ё   ё ,       

760 (1, 2).      -
  .      

  (   761). 

      -
   .    764  

,          
        -
 . 

  ё    ,  
   ,    -

,         
 . 
     773, 774,  

 «     »  «   -
 »  «  ». 
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 VIII.   ё  
 

 

  ,    
,      .     

 ё   -  :    
,       . 

 —       
 ( ),        

 ,     , -
     ё    -

 ,    .   -
       ,  (   

)      . 
   ,  ,   

 ,       
.        , -

     ;   -
 y,    ,    x,  . .,  

. .        -
,  .    ,   

     ,    , 
     ,  , -

    .     .  
(1646—1716),  ,      

  ,   ,     
    ,    -

.       ,     
   .     ,  -

       ,    -
,   ё  ( ,   . .). 

 ,     ( ё  ) -

  
y

x
 = k (   ё ),    (  

ё ) ё   ( ) ( )f x h f x

h
.   -

  ,     (x; f(x))   
(x + h; f(x + h)).     ( . . h→0),   -

         

   , . .  f′(x) = 
( ) ( )

lim
x

f x h f x

h
.  

,        -



    

 

115 

.        -
 ,  ё      . 

      (  1  
§ 44),   ё       -

    .    
       

 ,  П′(x) = 
( ) ( )

lim
x

f x h f x

h
 ,  

( ) ( )f x h f x

h
 ≈ П′(x)       

   h → 0.      

  : x
2
, x

3
, 

1

x
, x   .   , 

  x —    h → 0,   ,   

2x + h →2x, 3x
2 

+ 5xh + h
2 → 3x

2
, – 1

( )x h x
 → 2

1

x
 (  x  0)  . .   

        
   ,    -

      ,    
      . 

 ,   ((kx + b)
p
)′ = px(kx + b)

p–1
   -

  ,    ё    
.     ,  -

     .  -
,     -

       .  -
       . 248 -

.        
,     ,      : 

1)         
   Ox; 

2)      ; 
3)   ; 
4)      . 

     . 
   : 

—       -
,     

   ; 
—        -

  (    ё  ); 
—     ; 
—      ; 
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—      -
; 

—     , 
     ; 

—        
  . 

   : 
—       

,     ,   
  ; 

—        
  ; 

—       -
; 

—       -
         -

,        -
 . 

   : 
—   ,   

     ; 
—       , 

-    ; 
—        

   . 
    V I I I    -

   ,   -
     , ё   

;    ;   
,       869—873, 875, 878  

   «  !».   ё   -
 — 879—881, 889. 

 

. § 3.    
(1 / 1 ) 

   —    
 ,   -

,    ;   -
       -

 . 
      , -

    .   ё  
      , -

   .      
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 ,      -
   ,     -

       -
    . 
 

§ 44.  (2 / 2 ) 
   —    -

     ё  ,  -
        

 ;    -
. 
         

      : 
1.  f(2), f(a), f(a + 2), f(a + 2) – f(a),  f(x) = 5x + 3. 

2.  f(3), f(t + h), f(t + h) – f(t),  f(t) = t
2 
+ 1. 

  1      -
,      ё .   

  ,        
     ё     

 .  ,    , 
     . 

        
,    ,    
 .   , ,    -
 : 

1.       36 .    -
   1 .       

   2 .       
 ? 

2.  776 (1). 

 «  »  «  »  
   .      

 — «  ».     -
       -

     776 (1)   
: «        -

  t  (t + h) (h > 0),      s(t) = 1 + 3t». 
1)    (t + h) – h = h. 

2) v  = 
( ) ( ) 1 3( ) (1 3 ) 3

3.
s t h s t t h t h

h h h
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    (  . 231)  
     .   -

  , ,     -
       s(t) = 3t

2
  -

    .    
 : 

 

 s(t) = 3t
2,     Дt; t+h] 

v  = 
2 2 2( ) ( ) 3( ) 3 6 3s t h s t t h t th h

h h h
 6t + 3h. 

      h  
, , ,    t = 1: 

 

h 1 0,1 0,01 0,001 0,000001 

v  9 6,3 6,03 6,003 6,000003 

 

,    h(h → 0)    
   6t = 6 · 1 = 6(6t + 3h → 6t), . . v  → v(t) = 6t. 

 

         
    ,       

  ,     -
       -

     . ,     
41,          

  « »   s = s(t)   .  
41,         

     .  -
  41,       

(    )    h (   
    ). 

    ( ,    -
    782)    -

,    s(t), ё   . 
       ; -

 ,      ;  
 780 (1).  2—4      
   .  5      

;  ( ,    ) -
    . 
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. 41 

 

      
f(x)      :  

1)   f(x + h) – f(x);  

2)    ( ) ( )f x h f x

h
    -

 ;  
3)      h → 0. 
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    :  
 

 
 

 
 

 

 (  
  -
) 

  
   

-

 

1 § 44 (  . 231)  776—779, 
782, 783 

779 
 

784, 785, 
786* 

2 § 44: -
 -

,  
2—5, -

  
(kx + +b)′ = k  

780, 781  -
 , 

 f ′ (x),  

f(x) = 6 – 5x 

 
  ё        

    ,   -
      ( . 231,  786).   

  ,     y = |x| (c. 234 )  
  ,    x = 0     -
,          

.  ,    y = |x|   
x = 0,     , ё    -

: 

             

1, 0,(0 ) (0)

–1, 0.
hf h f h

hh h
 

    ,     
,    y = |x|    x = 0 ( -

   y = |log2x|   x = 1)    -
-       -

  . 
      -

       f(x);  
    ;   -

        
    780.   ё   -

 — 784, 785. 

 

§ 45.     (2 / 3 ) 
   —   -

   f(x) = x
p
     p; 

   (xp)′ = px
p – 1  ((kx + b)

p)′ = pk(kx + b)
p – 1; 

       
. 
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,       -
   (   , , -

  f(x) = 5 – 2x  f(x) = –3x
2 

+ 1).   -
 ё    1  2  , -

   (    )    -

  x
2
, x

3
, x

–1
, 

1

2x       
  xp

     p. 

      3   
791, 792, 793(5), 796. 

       -
:  
 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
   

-

 

1 § 45   3  787—790 789 (3), 790 (5) 794—801 

2 § 45:  3  4 
(  5* —  

 -
) 

791— 793; 

 § 45  
№ 14, 20 

791 (3), 793 (5) 

 

      -
    (1)  (2)     -

   790  792,     -
        793.   -

ё    — 793, 794, 797. 

 

§ 46.    (3 / 3 ) 
   —   -

 ,     ,  
    ;   -

  . 
     -

     ,      
       , , -

 : 

1.    x8
; 

1

5 3;x x .  
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2.      , 
 ё : 

1) f(x) = 

1

2x x ;  2) f(x) = 
x

x
; 

3) f(x) = 
5 1

43

x x

x
;  4) f(x) = 4x2 – 4x + 1. 

      ё   -
,       :  

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
   

-

 

1 § 46, . 1,  
1; . 2,  2 

802—807 803 (7), 

805 (3) 

809, 818, 

819,  

822—829; 

 § 46  
№ 22—26 

2 § 46, . 3,  
3, 4 

810—813, 

820 

813 

3 § 46,  5, 6 814, 815, 821 815 

 

  ё    . 5   
    ,  -
 816, 817, 830. 

      -
    (1)—(4)    

 806, 811, 814.   ё    — 818, 

820, 822. 

 

§ 47.      
 (3 / 4 ) 

   —   -
   ;   -

     . 
       -

  (    )    -
: 

1.   : 

1) 0,1x
2 

+ 3;   2) x
2
(x – 1);   3) 

3

3

x

x
. 

6 3

2

1
1) 5; 2) ( 1) ; 3) .

3 1

x
x x x

x
 

2.  f(4) [f(8)Ж,  f(x) = 
31 1

( ) .x f x x
x x
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    : 
 

 
 

 
 

 

  
(    

) 

  
   

-

 

1 § 47, . 1, 2 831, 832 

(1—4), 833 

(1—4), 834, 
835(1—4) 

833 (3), 835 (3) 

840, 843 (1, 

2, 3), 844, 

845, 849—
855;   

§ 47  
№ 31—39 

2 § 47, . 3, 4 
(   5) 

836, 837  
(1—3), 838, 

839 

836 (3) 

3 § 47,  5 841, 842  
: 

«   
-

 -
 

 f ′( ), 
 f ( ) =  

= 
1

2
 + 5» 

841 (3) 

 

      -
  ,      -

 832(5, 6), 833(5), 835 (5, 6), 846—848, 856. 

  ,     -
   ,     

  1  (  ,    -
 ).       -

  (15 ). 
1.   : 

1) log4x + x ;  2) lnx · cos 3
2

x
;   3) 

2

sin
x

x

e
. 

53

ln(3 1)1
1) log ; 2) 5 sin3 ; 3) .

cos

x x
x x

xx
 

2* ( ). ,    x  

   f(x) ,  f(x) = e
2x

 · x
  

[f(x) = xln6 – 6
x
]. 

ё    2. 

f ′( ) = 2e
2x

 · x  + e
2x 21 4 1

2 2

x x
e

x x
. 
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  e2x 
> 0   x,  f ′( ) > 0,  0,

4 1 0,

x

x
 

. .  x > 0.  

[f ′( ) = ln6 – 6
x
ln6 = (1 – 6

x
) ХЧ6.   ХЧ6 > 0,  f ′( ) > 0,    

1 – 6
x 
> 0, . .  x < 0.] 

      -
        -

 (     )  
       838, 839.   
ё    — 843, 851, 853. 

 

 

§ 48.     (3 / 4 ) 
   —   -

  ,    -
      . 

          
   ,     

   869—873.    (  -
  )    : 

  : 1) y = 
1

2
x – 1; 2) y = –2x + 1.  

  ,      Ox. 

,     , . 
        -

 , ё  ,   110  111 -
,       ,   

111   ё    . 
        

 2  .  (   )  
      f(x)   x0 

  : 
1)  f (x0); 

2)  f ′( ); 

3)  f ′( 0); 

4)       y = f(x0) +  

+ f ′(x0)(x – x0)       x0   
 f(x0)  f ′(x0),        

y = kx + b. 

       -
  (10—15 )  .  

      y = f(x)   
x0, : 
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1) f(x) = 2x
3 – x, x0 = –2;    2) f(x) = ln(3x – 2), x0 = 1. 

[1) f(x) = 3x
2 – x

3
, x0 = 2;   2) f(x) = ln(–2x + 3), x0 = 1.] 

      
     ,    

     . 
,    (     

  ),   y = |x|     x = 0 

,        
     (    104  

       y = |log2 x|  
 x = 1).         

( . 103),      x = c      
.     : 

 

 
 

 
 

 

 (  
  ) 

 -
    

 

-

 

1 § 48   2 857—859, 861 859 (3) 

864—868; 
 § 48  

№ 19—22 

2 § 48   4* 860, 862, 863 860 (3) 

3  4* 868  : «   
    f ( ) 

  0, : 
1) f ( ) = 3 , 0 = 0; 

2) f ( ) = 2 ln x, 0 = e» 

 

      -
        

     f(x)   x0  , 
 860.   ё    — 864, 

866. 

 

 

     (1 / 2 ) 
      

      . , 
,      -

   ,      
   ( . 42). 
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. 42 

 

     ,    
     ,     -

      .  -
       
  «  »  -  -

  ( ,  f(x) = x
2 – 3x). 

      -
    ,   , -

    .      
        -

 . 
       ё -

    «    VIII»    VIII 

«  ». 
       -

    «  !».  874, 879  
881 ,      

 . 
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 IX.     
  

 

    .   , 
  ,      -

     .   , -
, ,  ,     

,  ,     (   
   ). 

  ,  ,  ё   « -
»  ,        -
 . 

,        -
 , . .    ё ,   -

   ;   ,  
  y = |x| —  ,     

 x = 0. 

 f ′(x) > 0   ,   f(x)   
 ;  f ′(x) < 0 — . 

        
    ,  ,     
 ,  ,   . 

,   f ′(x) = 0,  ; ,  -
 f ′(x) = 0     ,  -

.      ,     
 ,  y = |x|   x = 0. 

         
      .  

 ,      —    
:  f ′′ (x) > 0    ,    

  ;  f ′′ (x) < 0,    —  -
;   f ′′ (x) = 0,   x    (  § 53  -

  ). 
  ,      

,   x = 0   y = 
1

x
,  , . . 

,  f(x) = 0,    x = 0.     
   ,     

, . .  . 
 § 51      , 

  ё . 
          

  ,        
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,      (   -
   ).      

 ,     ( ,   
). 

       
 ,     (   ,   

   ).     
       ;   -

       -
  ,        -
   ё     . 

  ё     ,  -
 n-  ,  ,      -

 ,       ; 
 ,  ,      

   (     
 (n–1)-  ). 

   : 
—        

 ,        
  ; 
—       

:   , , -
 (  )    ,    

 ; 
—        

  (   ё   —   -
); 

—      (  ,  -
)     . 

   : 
—       

     ; 
—        -

     ; 
—    ,       -

   ,     . 
   : 

—  ,   
    ; 

—   ,   -
  ; 

—         
 , , -  -

. 
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   I X      
,        (  

,    ),      -
      956—965    « -

 !».   ё    —  

970—973. 

 

§ 49.      (2 / 2 ) 
   —   -

        -
 ;   -  -

. 
       

    : «  f(x)  -
 ( )   ,   -

    ( )  , . . 
  x1  x2,   ,   

x2 > x1   f(x2) > f(x1) (f(x2) < f(x1))». 
        

 ё   . , ,   -
 y = f(x),    43,   -
,      x < 0  x  2,   

  0  x  1. 
 

 
 

. 43 

 

       -

  f(x) = x + 
1

x
   x > 1,   

  (    1     
  ,      

     ). 
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 x2 > x1 > 1.  

f(x2) – f(x1) =  

2 1
2 1 2 1 2 12

1 1 2 1 2

1 1 1 1
( ) ( )

x x
x x x x x x

x x x x xx
  

2 1
1 2

1
( ) 1 0,x x

x x
 

  x2 – x1 > 0 (   x2 > x1),  x1x2 > 1 (   x1 > 1 

 x2 > 1),  0 < 
1 2

1

x x
< 1, , , 1 – 

1 2

1

x x
 > 0. 

      -
   «  »  m ( . 44),  -

 AB         -
  f(x)   Дa; b]. 

 

 
 

. 44 

 

    m     AB -
          

(     C)    l0,    
.   ,   C (   c) —   

 l0    y = f(x).  α — ,   
 AB   Ox,      l0  

 Ox,      

f ′ (c) = tg α = 
( ) ( )f b f a

b a
. 
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 ,   f(x)   Дa; bЖ  -
   (a; b),        

   c, ,  f ′ ( ) = 
( ) ( )f b f a

b a
,   

f(b) – f(a) = f ′ (c)(b – a). 

,       
   -   (   -

      ,     
).  ,  , ,   -

  ,    (a; b)    
  f(x) ,  (  ) -

,  f ′ (x) > 0  (a; b). 

,  ,       
    ,   ,  

 ,       , — 

 . 

     1   
  ,      -

  2       . 
ё    2     

           
 ,        -

. 
   902 (1)   -

    2      

 . ,    y = 
1

1x
, y′ = – 2

1

( 1)x
 —  

,  y′ < 0   x    (x  –1).  
   ,        -

,  ё  , . .     
x < –1   x > –1. 

      :  
 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
   

-

 

1 § 49   2 899  902—909, 

 § 49  

№ 14, 15,  

17, 19 

2 § 49   2 900, 901 900 (5) 
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      -
      ё   ; 

   ,  , -
  ё     900.   ё  
  — 903, 905, 906. 

 

§ 50.  Э   (2 / 3 ) 
   —    -

  ,    ,  -
     ;  -
   ;    -

  . 
    y = x

3 – 3x
2, ё   -

 123 ,       -
 . ,       
      ( )   

  ( ),       
 ,   x0    ( ),  

  f(x)  f(x0) (f(x)  f(x0))   x   -
  x0. 

 ё       
(«  »),     130 ( ,  -

     )   
910,     : 

1.      ( ) xi  
-    xi,     

f(x) < f(xi) (f(x) > f(xi)). 

2. , , ,  x = 1, x = 1,5   
   f(x).  

3.       y = f(x)   
? 

4.  f ′(–5), f ′(–2), f ′(0) (   f ′(0) = 0  
  ,  x = 0    ). 

5.     Д2; 6Ж  x,   f ′(x) = 0? 

6.       f(x). 

  (   )  
   126, 124, 125  127 ,    

  ,          
,     ,    ,  -

    ,    (   
x = 0   127  x = 0   130    -

,         
). 
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       -
  911—913     -

   (    . 268  -
        
 ). 
   1  2   ,   
        -

    . 
        -

 ,       
 .    , -

       -
.       § 50   

  : 
1.   : 
1) 3x

4 – 2x + 5;  2) e
–2x+1

;  3) x
2 · sinx. 

2.   x,    f(x)  0, : 
1) f(x) = 5x

2 
+ 3x;  2) f(x) = 2x

3 – 4x
2
; 

3) f(x) = xe
x
;  4) f(x) = 3 x . 

3.  : 
1) 15x + 1 > 0; 2) x(3 – x) > 0;  3) x

2 – 5x + 6 > 0; 

4) x
2 – 5x + 6 < 0; 5) 

1x

x
 < 0;  6) (x + 2)e x > 0. 

      :  
 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

 -

   
 

-
 

1 § 50  -
 -

  . 267 

910—912, 

913 (1, 2) 

912 (3) 918 (3, 4), 

919, 920 

(1—4), 

921, 922; 
 § 50  

№ 16, 17, 
24, 26, 27 

2 § 50: -
  

, 
 1  2 

914—917 915 (3) 

 

ё        -
        .  

        «+», -
  ,   «–»,   -

   ё  . 
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915. 1) y(x) = x 
3 – 3x

2
, y′(x) = 3x

2 – 6x = 3x(x – 2), y′(0) = 0,   
3x(x – 2) = 0,  x1 = 0, x2 = 2 ( . 45). y(0) = 0

3 – 3 · 0
2 

= 0,    

y(2) = 2
3 – 3 · 22 

= –4. 

 

 
 

. 45 

 

: x = 0 —  , y(0) = 0; x = 2 —  -
, y(2) = –4. 

       , 
     913 (3, 4), 918 (1, 2), 920 (5, 6). 

         
  (15—20 ). 

1.     

y = sin 
2

x
 [y = tg 2x]. 

2.     

y = 
2 1

.
3 2

x x
y

x x
 

3.       f(x)   -
,  f(x) = e

2x – 2e
x
  [f(x) = 3e

2x – 2e
3x

]. 

      -
      ,   

 ;       
        -

  914, 915.   ё    — 

920. 

 

§ 51.   

    (2 / 4 ) 
   —   -

    ;    
         

 . 
       (  -

   130 )    -
 ,      -
   .    1    

  923—925. 
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     : 

1) (x – 5)(x + 2) > 0;  2) (x – 5)(x + 2) < 0; 

3) (7 – x) 
1

3
x  > 0; 4) (7 – x) 

1

3
x  < 0; 

5) (2x – 1)(x + 3)(x – 4)  ≤ 0; 6) 
( 6)( 3)

0;
2

x x

x
 

7)* (x + 3)
2
(x – 2) > 0; 8)* (x – 4)

3
(x + 1) < 0. 

        
;   ,   , 

ё   ,   . 272 .   
 . 4      ,   -

  . 2  —    ,  ё   
     .    

         
 ,         

   .    -
 (   )        

    : 
930. 1) y = f(x) = 2 + 5x

3 – 3x
5
. 

1)    —    
 R. 

2) f ′(x) = 15x
2 – 15x

4 
= 15x

2
(1 – x

2
) = 15x

2
(1 – x)(1 + x). 

3) f ′(x) = 0, 15x
2
(1 – x)(1 + x) = 0, x1 = 0, x2 = 1, x3 = –1 ( . 46). 

 

 
. 46 

 

4) f ′(2) = 15 · 22
(1 – 2)(1 + 2) < 0, 

f ′(0,5) = 15 · 0,5
2
(1 – 0,5)(1 + 0,5) > 0, 

f ′(–0,5) = 15(–0,5)
2
(1 + 0,5)(1 – 0,5) > 0, 

f ′(–2) = 15(–2)
2
(1 + 2)(1 – 2) < 0. 

5) x = –1 —  , 
f(–1) = 2 + 5(–1)

3 – 3(–1)
5 

= 2 – 5 + 3 = 0; 

x = 0    , f(0) = 2; 

x = 1 —  , 
f(1) = 2 + 5 · 13 – 3 · 15 

= 2 + 5 – 3 = 4. 

 

 x < –1 –1 –1 < x < 0 0 0 < x < 1 1 x > 1 

f ′( ) – 0 + 0 + 0 – 

f( )  0  2  4  
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 : 
f(–2) = 2 + 5(–2)

3 – 3(–2)
5 

= 2 – 40 + 96 = 58; 

f(2) = 2 + 5(2)
3 – 3 · 25 

= 2 + 40 – 96 = –54 ( . 47). 

 

 

 
 

. 47 

 
 

  ,   (  )  
    ё .     -

     ,    
   : «  »    

 «  »   . 
  ,     -

     ; ,   3 
   ,    ё , -

     ё .  -
,         

   (« »    « -
»     ,      
 ). 
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    :  
 

 
 

 -
 

 

 
(   

 ) 

 -
   

 

-
 

1 § 51,  1,  
 -

 

923—926  929—935;  

 § 51 
№ 7—9 

2 § 51,  2 927, 928 927 (3)  

 

     ё     -
    (15—20 ), -

,  : 
1.    

f(x) = –x
3 
+ 3x

2 – 2  [f(x) = –x
3 – 3x

2 
+ 3]. 

2.    f(x) = 2
2

x
x  ( ) 3

2

x
f x x   -

 Д0;16Ж  [[1;16]]. 
      -

         -
  926—928.   ё    — 929, 

932, 934. 

 

§ 52.       
(3 / 3 ) 

   —   -
        

    «  »;   
      . 

        135 
      928  

     .  -
       
   Дa; bЖ.   1, 2,  -

 937, 938, 944.    . 2  -
     «  »: 

 

№ 
     

«  » 
  948 

1 
 ,  ( -

)     

V — ё   

2 
 ,   -
 ,   . 1 

 —   
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3 
   ё   

. 2  0 < x < 
2

a
 

4 

   . 1   
ё   . 2  

     
 -

    – 2 , 

 – 2 , ,  V(x) = x(  – 2 )2 =  
= 4x3 – 4ax2 + a2x 

5 

  ( )  
, ё   . 4,  ,  

      . 3 
 

 

 
 

. 48 

 

V′(x) = 12  – 8 2 + 2,  
V(x) = 0,  12  – 8  +  

+ 2 = 0,  1 ,
6

a
x  

2
2

a
x .  -

 ( . . 48)  -

  0;
2

a
  V(x) 

  
6

a
x . 

: 
6

a
. 

 

 

      :  
 

 
 

 
 

 

 
(   

 ) 

  
   

-

 

1 § 52, . 1 936—938 938 (1) 944—952; 
 § 52  

№ 17—20 
2 § 52, . 2 939—941  

3 § 52, . 2, 3 942, 943, 

947, 948 

 -
  

 

        -
   (15—20 ). 

1.        
f(x) = x

4
 – 8x

2
 + 5 [f(x) = x

4 – 18x
2
 + 30] 

  [–3; 2] [[–4; 3]]. 

2.     f(x) = 
1

xe

x
  

2

( )
x

x
f x

e
  

 x > 1 [x > 0]. 

      -
         -
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  938, 939       
  940, 942.   ё    — 

947—949. 

 

§ 53*.   ,    
(1 / 3 ) 

   —   -
        -

       -
. 

      . -
ё         
 ,      ,  . 

,        -
 930 (1) ( .    § 51  )   -

       : 
f ′′ (x) = (f ′ (x))′ = (15x

2 – 15x
4
)′ = 30x – 60x

3 
= 30x(1 – 2x

2
); 

f ′′ (x) = 0  x1 = 0, x2 = – 2

2
, x3 = 

2

2
. 

     (    § 51)  
  . 

 

x x < – 2

2
 – 2

2
 – 2

2
 < x < 0 0 0 < x < 

2

2
 

2

2
 x > 

2

2
 

f ′′ (x) + 0 – 0 + 0 – 

f (x)  ≈ 0,8  2  ≈ 3,2  

 

    ,    
    . 

  ,      -
   . 

 

x x < –1 –1 

–1 < x < 

< – 2

2
 

–
2

2
 

– 2

2
 < 

< x < 0 

0 

0 < x < 

< 
2

2
 

2

2
 

2

2
 < 

< x < 1 

1 x > 1 

f  (x) – 0 + + + 0 + + + 0 – 

f  (x) + + + 0 – 0 + 0 – – – 

f (x) 0 ≈ 0,8  2 ≈ 3,2 4 

 

m
ax

 

   

m
in

 

 



    

 

140 

      2—3   -
        

954 (1, 2), 955 (1, 2). 

     (1 / 2 ) 
   ,   IБ ,  

        , 
        . 
     «    

IX»,     IX  «  ».  
   ,   «  »   

        -
 ,      -

 . 
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 X.  
 

  VIII   ,   -
  ;        -

   :     -
     ,  

      .    
    . 

       -
     :     

 s(t),  ё   v(t) = s′ (t).    
  —  ,     
,  ё    s(t),    

 v(t), . .  ,  s′ (t) = v(t).    
  ,       
. , (x2

)′ = 2x  (x2 
+ 3)′ = 2x,    

 y = 2x   y = x
2 
+ C,  C —  -

. 
     v = v(t)  ё   -

  ( . 49),  ,     -
 Дt; t + h], ё     -

   v(t)  h, . . v(t) · h.    s(t) 

    ,   v(t), 

 Ox   v(t)  v(t + h). 

 
 

. 49 

    v(t)   ,  s(t) 

     (    v(t) · h),  
      

.     ,   
       . 

      ё  . 
    :   -

   ,  ,  -
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  ;       -
ё  ,   .   -
 ( . .  ), ,    -

   . ,     
 f(x)   F(x) + C,  F(x) — , -

  .     ,   . 
       

  — .   -
ё      ,    -

    — .  , 
   :  ё   ё  

     . 
     -

       (§ 59)   -
 . 

   : 
—        

,        -
  ; 

—       -
,  ,   ; 

—       -
   —     

 ; 
—    ё    

  ,    -
  ( , ,   .)   . 

   : 
—      -

    ё     -
 ; 
—     -

      
       

; 
—   ,       -

,      . 
   : 

—   ,  
   ; 

—       
 ; 
—       

      . 
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    X     
      -

,  —        
       1033, 1035 

(1, 2)    «  !» (  1, 2, 4 (1)).   -
ё    — 1038. 

 

§ 54.  (2 / 2 ) 

   —    
,     -

;    . 
        

  ё        
 (    779, 782, 783). ,   
,         

         
 1.  983  984   1   

     . 
   ,   F ′(x) = 0   

,     F(x) = C,  C — , -
     .    

,      (  -
     126 ). 

  1      -
,      . 292,   

,       -
 .     -

    2   (    
  986 (1)). 

  3      -
  ,        -
.     985  986 (2),  -

   , ,  : 

f(x) = x , , F(x) = 

1
1

2

1
1

2

x
 + C.    F(x) -

   M (9; 10), . . F(9) = 10,  

3

29
3

2

 + C = 10,  18 + C = 10,   

 = –8, F(x) = 
2

3
x x  – 8. 
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    , , : 
1.   f(x) = –x

–3
  ,   

   M(1; 2). 

2.   ,   ё    
v(t) = 1 + 3t.  ,     ,  
   t = 4     20   -
 . 

      , -
     : 

1. ,   F(x) = 
4 7

( )
4 7

x x
F x   -

  f(x) = x
3 

[f(x) = x
6Ж    . 

2.       

f(x) = 

2 3

5 4( )x f x x . 

3.     f(x)  =  x
2
  

2

1
( )f x

x
    , -

     M(1; 2) [A (0,5; 4)]. 

       -
:   (1 )    (1 ),  ,  -
  .  

 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
   

-

 

1 § 54  1, 2 983, 984 983 (1) 
987;   

§ 54 № 5, 6 2 § 54  1, 
2, 3 

985, 986   

 
      -

       ,  
983, 986.   ё    — 987. 

 

§ 55.     (3 / 2 ) 

   —    -
       -

 ;     -
 .  
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  ,     -
      . 

        
  .      -

    ,       -
        , . . 

 F(x)    f(x)   , 
   .  ,  ,   -

 ,    f(x) = 
1

x
     x > 0. 

,        -
 x     ХЧ |x| + C.      
     :   -

   . 
        
,       

      .   -
     f(x) = e

x
, ё ,    

  ,       
       (   
   § 59). 

    ,    
 ,     ,  

     ,   ё   . ,  
  : 
  : 

1) 3x
2 

+ 2x – 1; 2) 2 + 3e
x 
+ 4cos x; 3) 4 x  + sin 2x – x

4 – 3. 

    . -
  ,    -

:        -
,       . 

       -
  : 
1.    : 

) x5 – 2x; ) 
3

1 3

x x
; ) 2sТЧ x + x

2
. 

Д ) x6 
+ 3x

2
; ) 

2 4

1 2

x x
; ) 3МШs x – x.] 
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2.   f(x) = 2x + 3  [f(x) = 4x – 1Ж  , 
     M (1; 2)  [M (–1; 3)]. 

                                                                                      

3.   F(x)  f(x) = 
2

1

( 1)x
 + 2(x + 1)

3
  

5

2

1
( ) 4( 1)

( 1)
f x x

x
,  F(0) = 0  [F(0) = 1]. 

4*.      ё -
  V(t) = (3t + 2 t ).    ,   

S(1) = 
11

6
. (      .) 

       . 

 

 
 

 
 

 

 (  
  -
) 

  
   

-
 

1 § 55,  1, 2 988, 989 989 (1, 2) 
997, 998; 

  
§ 55  

№ 23, 24 

2 § 55,  1, 2 989, 992, 993 992 (3, 4) 

3 § 55,  1, 2 990, 991, 994, 

995 

991 (2, 5, 8)  . 
 

 

      -
    ,    

    ,  988, 989 (1—4).  

  ё    — 993. 

 

§ 56.        
(2 / 3 ) 

   —   -
 ,    ,  -

      ; -
 ,     

. 
  ё   -  , -

        -

  (   1  2), ё   . 
      -

,   151—156  (      
).  ,   ,   -
   Дa; bЖ,  (     ) x = a  x = b, 
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 Ox,  ё  ё    ,  
  .     

   . 
      

  ,    80   
 .    ,     -

 h      f(x)h, 

  . 
 —     

  « ».      
         -

,         -
. 

        -
          : 
        . 

   ,       
 ё  ,  ё   

  .     -
  (      )  -

      . 
,   (   ё   -

    ) ,     -
  ,          ,  

     ,      
  ,     ,  . 

       -
 ,     ё     -

   :     -
 ,  —  . 

,    ,   
,         

 . 
    : 

 

 
 

 
 

 

 
(    

) 

  
   

-

 

1 § 56,  
 1  2 

999, 1000 999 (2) 1003; 

 § 56  
№ 13—16 2 § 56  1000—1002 1000 (3, 5) 

 

      1013   
 13—16  «  ». 
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      -
    ,   -
—    ё     ,  

999, 1000. 

 

§ 57.    

§ 58.       

§ 59*.      
    (1 / 4 ) 

        
          

  ,     -
 . 

  ё      -
  § 58   ,  1014, 1017, 1018, 1023. 

  § 59      -
        . 

 

     (2 / 2 ) 
       -

,   , ,    -
   ;  , 

     .  -
   1033, 1035, 964, 969, 970, 976  «    

 »  «  ». 
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 XI.   
 

    I —  -
  ;     (  

      —   
   );    -

. 
      

  ,      
.     -

: 1)    (  -
); 2)     (  -

); 3)      
(  ). 

    ( .:  -
, 1988. — . 276)    -

: 
«  ,  , -

 —  , ё      
  ,  ,   

   .     
       -
,   .   -

,       -
,     ,  , 
   .   -

  ,   ; -   -
 . 

       
     , ,  , 

 ,  ,     
 . ё      -

,      ,  
      n.   

    3-  .  -
       .   .  

   .  ,    -
,      -

   . 
         

. , . , . .  50-    .   
       , 

 ,     .  
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  .   ,   ,  
 —   ,    ё  

   .    
   ,     

  ё     -
...» 

   ,   -
,         

  —  ,  -
,   . ё    

      — , -
  ё     . -

   ё   ё   , -
, : 

1.   ё       (P5). 

        
? ( . 120.) 

2.   ё     ё    2
4( ).A    

1)        
       ?  

( . 12.) 

2)         
 5, 6, 7, 8,          ? 

( . 12.) 

3.   ё     ё    
2
4( ).C  

         
    ? ( . 6.) 

 ё         
      

! !
!, , ,

( )! !( )!

n n
n m m

m m
P n A C

m n n m n
 

 n! = 1 · 2 · 3 · ... · (n – 1) · n —   n  -
;    1! = 1  0! = 1.   (  -

     )   -
        

  .    ё   -
   .     ё   -
    ё        

.     -
    . ,   

,   —    , 
 « »      -
 ( - ; - )  .      
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  ,   —    -
. 

  ( )    ё  
 ,       —  

 ,  ,  ,     
  . 

   (      
    7 ,  —  9    

  )    -
   ,     -

: «      n ,   -
   m ,    ,   

  n + m ».     
    (       

  )    ,     
       -   -

  .    ,    
 ,        n + m – k, 

 k —  .      , 
       (     

)       . ё  
 ,      :  

«   10   12 .     
      ?» ( . 22.) 

     . 
   : 
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